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Resumen

El presente estudio muestra una secuencia en el devenir de la geometria proyectiva. Se presenta la
historia de la perspectiva desde su fundamentacion tedrica, su desarrollo y su origen a partir del arte. Asi, la
pintura y la geometria proyectiva interaccionan y se condicionan, en sucesivos periodos se desenvuelven
y presentan divergencias, hasta culminar con la independencia total de la geometria con respecto a las
necesidades del arte; en este proceso se analizan las caracteristicas de cada periodo. La nocion de perspectiva
se basa en la de proyeccion y esta a su vez es un caso particular de la operacion de transformacion en
el estudio de las propiedades invariantes hasta culminar en los estudios topologicos. Esta investigacion,
basada en el enfoque sociogenético de la geometria, tiene consecuencias y aplicaciones en la epistemologia
y en la pedagogia de esta rama de la matematica. La exploracion del surgimiento de la ciencia en conjuncién
con el arte aporta a la ampliacion de una vision multidisciplinaria de los saberes.
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Abstract

The present study shows a sequence in the evolution of projective geometry. The history of perspective
is presented from its theoretical foundation, its development and its origin from art. Painting and projective
geometry interact and are conditioned to each other: in successive periods they develop and present
divergences until they end up with the total independence of geometry with respect to the needs of art; in this
process, the characteristics of each period are analyzed. The notion of perspective is based on projection and
in this particular case, the study of transformation of invariant properties culminate in topological studies. This
research based on the socio-genetic approach to geometry has consequences and applications in epistemology
and pedagogy of this mathematics branch. The exploration of the rise of science in conjunction with art
contributes to the expansion of a multidisciplinary vision of knowledge.
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Introduccion

En la época del Renacimiento se encuentra
la primera relacion estrecha entre geometria y
arte pictorico, éstos campos del saber conver-
gen alli en torno a la nocion de perspectiva li-
neal como parte conceptual de la primera, y la
necesidad de plasmar la realidad visible en la
segunda. El origen y desarrollo histérico de la
perspectiva evoluciona hasta generar una nueva
rama de las matematicas. Este proceso es alec-
cionador y fecundo para la didactica, la epis-
temologia e historia de esta ciencia: permite
determinar las nociones primigenias de la topo-
logia y sus nexos con la geometria, como el area
que expande el dominio del espacio a ambitos
generales y abstractos.

Hay una secuencia historica en el devenir de
la Geometria Proyectiva, desde su origen hasta
constituirse en otra geometria ain mas general
que la euclidiana (Corredor, 2012b). Para mos-
trar esta secuencia se analizan las caracteristicas
principales de cada periodo, las cuales se derivan
de la mayor o menor medida en que la ciencia del
espacio dependio del arte. De esta forma se pre-
senta la historia de la perspectiva desde su funda-
mentacion teodrica, su desarrollo e influencia en
el arte, a través de épocas que culminaron con la
independencia total de la geometria proyectiva
de las necesidades del arte.

Las preguntas de investigacion que encau-
zaron el estudio fueron: ;Como fue el origen de
la perspectiva lineal? ;Cuales son los periodos
de su evolucidn historica? ;Qué caracteristicas
permiten delimitar cada periodo? ;Como se lle-
g0 a la geometria proyectiva? ;Cudl es el papel
de la perspectiva como transformacion geomé-
trica en este desarrollo? En la respuesta a estos
interrogantes, se destaca el papel que jugd la
operacion de transformacion en este desarrollo,
ya que esta nocion es el hilo conductor e impul-
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sador que determina esta cronologia: transfor-
mar figuras es el fundamento de la geometria.

Las operaciones de transformacion no se estu-
diaron desde la dptica matematica, por lo menos
en su inicio, pues esta transformacion se produjo
por la necesidad de los artistas de representar la
realidad tridimensional en un plano. Las inquie-
tudes iniciales fueron acrecentandose a medida
que se fue ubicando el tema mas en el campo
matematico que en el artistico, en la aplicacion
a la ingenieria y en el dibujo técnico. La separa-
cion de los campos de accion de la proyeccion
artistica y la perspectiva matematica contribuy6
a encontrar un terreno fértil que condujo final-
mente a definir una nueva geometria.

La nocién de perspectiva se basa en el con-
cepto de proyeccion, y esta, a su vez, €s un caso
particular de la operacion de transformacion. El
estudio de las propiedades invariantes bajo el
efecto de las transformaciones originé la geome-
tria proyectiva y, posteriormente, la topologia’®.

El empleo de la perspectiva lineal en la pin-
tura es el mejor ejemplo de la forma como la
geometria ha influido sobre el arte. El Rena-
cimiento es una €poca especial por cuanto en
ella los artistas trabajaron su arte en la medida
en que planearon creativamente la geometria.
La simultaneidad de lo cientifico con lo artis-
tico fue notable porque la geometria era una
de las ciencias que mejor dominaban a nivel
practico. Estos artistas comprendieron la cien-
cia matematica, manejaron sus reglas basicas y
las emplearon para la representacion del mun-
do tridimensional sobre una superficie: fueron
arquitectos, ingenieros y, algunos, los mejores
matematicos del S. XV (Kline, 1972). El domi-
nio de la perspectiva logrado en ese ambiente
artistico y cientifico del Renacimiento impuls6
la técnica pictorica y, en matematicas, un nuevo
campo de saberes.

3 La evolucion del concepto comenzo estrechamente ligada al arte, sin embargo, el ambito en que se concibe este articulo no es artistico,
por tanto, no se hara mencion de obras y pintores, no desde el punto de vista de lo artistico ni de su técnica ni estructura, sino sobre como
y hasta qué punto se emplearon técnicas basadas en la geometria para su elaboracion, tampoco es un escrito de matematicas y por ello se
han suprimido las demostraciones y deducciones en el lenguaje propiamente técnico, para guardar la linea del escrito.
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Evolucion historica de la geometria pro-
yectiva

Las primeras fases de esta historia de la
geometria proyectiva han sido escritas y es-
tudiadas en varias partes, especificamente de
sus comienzos en el arte pictorico renacentista,
pero se hace mucho mas escasa a medida que
se centra en la geometria proyectiva y la topo-
logia. El arte dirigié en gran medida la génesis
de la Geometria Proyectiva, no sélo porque de
su seno nacio la idea, sino porque determind
el avance de los primeros progresos. Luego, la
técnica geométrica dio lugar a la formalizacion
y conceptualizacién, que permitié6 consolidar
un estilo de pensamiento nuevo e independiente
en matematicas y, consecuentemente, su inde-
pendencia del arte. En esta historia se proponen
cuatro periodos, siendo esta secuencia el prin-
cipal hallazgo de la investigacion. Los periodos
muestran el progreso de la perspectiva desde
su descubrimiento hasta su matematizacion por
parte de gedmetras connotados:

* Invencion y cimentacion de la teoria: de
Brunellleschi a Da Vinci.

e Adopcion de la teoria matematica de la
perspectiva por los artistas del norte de
Europa.

* Matematizacion en Italia hacia 1600.

* Formalizacion de la Geometria Proyecti-
vay desarrollo como rama de la matema-
tica.

La clave de la representacion de la realidad
tridimensional sobre una base bidimensional
estd en las nociones de proyeccion y de seccion.
Lo visible de una escena depende de la posicion
del observador: si se percibe con los dos 0jos o
uno solo, o si se esta en movimiento o en repo-
so. Los pintores del quatrocentto simplificaron
la pintura considerando que se percibe con un
solo 0jo y en posicion fija; cada rayo de luz que
se supone originado desde un punto de la esce-
na va hacia el ojo del observador; la coleccion
de rayos de luz es la proyeccion, y asumieron
que la superficie es una pantalla transparente

interpuesta entre el 0jo y la escena, la coleccion
de puntos de corte de la proyeccion con la su-
perficie es una seccion. Estos rudimentos fue-
ron descubiertos en Florencia a comienzos del
siglo XV y por mas de cuatrocientos afios fue el
procedimiento normal empleado para provocar
la sensacion de que las formas disminuyen de
tamafio a medida que se alejan.

Primer periodo: invencion y cimentacion
de la teoria. Perspectiva geométrica de Bru-
nelleschi a Leonardo

Para que el descubrimiento de la perspecti-
va se diera, sin duda alguna hubo un germen y
unas circunstancias que condicionaron la posi-
bilidad de lograrlo; para el caso que nos ocu-
pa, hubo dos condiciones: la meta de registrar
fielmente los fendmenos visuales y, a su vez,
que la invencion buscada fuera practica y ope-
ratoria y facilitara los niveles de comprension y
habilidad del pintor. Hay factores que dieron a
Brunelleschi (1377-1466) la posibilidad de des-
cubrir la perspectiva geométrica.

Los métodos empleados se gestaron desde
el trecentto, los adopt6 junto a formulas geomé-
tricas de la optica medieval, unidos a procedi-
mientos arquitectonicos y a su destreza para el
desarrollo de una practica matematica; la com-
binacion de los conocimientos teéricos de la
edad media con los conocimientos técnicos “ar-
tesanales” constituyd la amalgama conceptual
que propici6 el descubrimiento.

El bidégrafo Antonio Manetti (1423-1497)
presencio y sefiald el descubrimiento geométri-
co que se hizo en 1413: la reconstruccion dia-
gramatica de la perspectiva del Baptisterio y
del Palazzo della Signoria en Florencia. Mues-
tran las graficas que Brunelleschi construy6 un
agujero en una tabla en el punto que correspon-
dia al corte de la linea de vision del Baptisterio
con un eje perpendicular, el observador por de-
tras de la tabla mira a través del agujero, hacia
un espejo que reflejaba la superficie pintada. La
obra terminada hacia que el espectador viera el
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Baptisterio desde la posicion del artista (Kemp,
2000).

Pese a estos factores, la perspectiva no se
consolidé inmediatamente, fue después de
1420 cuando se tomo en cuenta en el disefio
total de las obras. Anterior a este primer perio-
do, se conocia una “perspectiva medieval” sin
bases geométricas ni Opticas, meramente como
medio de organizacion del plano, mezcla de co-
nocimientos tedricos con técnicas artesanales,
que resultaban pertinentes, pero no directa y
sistematicamente aplicadas. Entre los conoci-
mientos y métodos previos mas probables que
condicionaron el logro del descubrimiento de la
perspectiva a manos de Brunelleschi, se pueden
nombrar los siguientes:

e Técnicas planimétricas basadas en sim-
ples triangulaciones.

* Uso de plantas y alzados a escala basa-
dos en la proyeccion sobre una superficie
plana empleando rudimentos de los prin-
cipios basicos de la perspectiva.

e Uso de instrumentos para medicion de
angulos visuales muy similares al astro-
labio.

e Formulas geométricas de optica medie-
val propias de la “perspectiva medieval”
conocidos por Brunelleschi.

e Técnicas proyectivas manejadas con mu-
cha dificultad en esa época y que se de-
bian a la cosmologia de Ptolomeo.

* Pintar directamente sobre un espejo traia
dificultad porque la cabeza y la mano del
pintor ocultaban parte importante de la
vista.

Masaccio (1401-1428) fue el primero en
aplicar a la pintura la perspectiva geométrica;
experimentd con sistemas en los que las orto-
gonales convergian en un punto central inico.
El analisis de estas ortogonales convergentes lo
llevé a adoptar un sistema en el cual las para-
lelas perpendiculares al plano del cuadro con-
vergen en un punto unico. En el fresco, La Tri-
nidad de la Capilla Santa Maria de Novella, se
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evidencia el efecto tridimensional mediante el
cual el muro adquiere una prolongacién hacia
el interior; su autor consigui6 trabajar la pers-
pectiva junto a este sistema convergente en la
arquitectura con que adornd su obra. Este jo-
ven pintor dejo ver el influjo de Brunelleschi y
contribuy6 a explicar de manera mas detallada
la perspectiva; utiliz6 una mezcla de técnicas
constructivas, y elementos predisefiados que
elaboré minuciosamente; pese a esto, se pueden
apreciar pequefias areas de improvisacion que
requerian trabajarse matematicamente. Tam-
bién Brunelleschi dependié de modelos elabo-
rados anticipadamente; cabe admitir la exigen-
cia de la transicion desde el modelo empirico
al sistema constructivo sintético (Kemp, 2000).

Tres tratadistas de la perspectiva anteriores
a Leonardo: Ledn Battista Alberti (1404-1472),
Lorenzo Ghiberti (1378-1455) y Piero della
Francesca (1415-1492), contribuyeron a:

» Considerar la superficie del cuadro como
una interseccion de la pirdmide visual a
una distancia dada, con un centro fijo y
definida una posicion de luz.

* Construir geométricamente el plano o su-
perficie como requisito previo de la obra.
El pintor en general no debia necesaria-
mente ocuparse de los conocimientos
matematicos a profundidad, pero no de-
bia prescindir del uso de la geometria. La
proporcionalidad fue pieza fundamental
en la composicion para crear la escala
deslizante de disminuciones en los tama-
fios creando profundidad en el cuadro.

* Efectuar célculos para las estructuras ar-
quitectonicas del fondo de la obra y en
el suelo de baldosas o pisos ajedrezados,
muy caracteristicos de la época, y usar
ortogonales convergentes hacia el centro
del cuadro.

e Ligar la pintura y la escultura a otras ra-
mas del saber y considerarlas como re-
sultados de involucrar diversas ciencias,
esto es, como producto de la armonia
entre ciencia medieval y sistema artis-
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tico; esto implicaba el conocimiento de
los clasicos: Euclides, Vitruvio, Apolo-
nio, etc. Y relacionar la matematica pura
con la aplicada siguiendo los principios
euclidianos en una forma cada vez mas
explicita.

¢ Profundizar en el estudio de las propieda-
des geométricas y matematicas de la pi-
ramide visual y propiciar la prolongacion
de la explicacion geométrica albertiana
de la vision.

Con Leonardo Da Vinci (1452-1519) se ac-
cede a la fase final del periodo. No hay aspecto
de la perspectiva en la cual el genio universal
no haya hecho aportes; varias veces trato, y de
diversas maneras, los problemas relacionados
con esta. Como consecuencia de la universali-
dad de su pensamiento, consider6 las ciencias y

el arte como componentes de un gran continuo
de causas y efectos. Entre los problemas que
abordo estan: los relacionados con las técnicas
de la perspectiva, la geometria y optica subya-
centes, las relaciones entre tamafio y distancia
teniendo en cuenta las posiciones relativas del
observador, plano y objeto; los recursos ¢ ins-
trumentos 0pticos como las propiedades del ojo.
Con €l se senalan vias de estudio, tales como
profundizar en los problemas de la optica y los
procedimientos geométricos en general, los in-
convenientes relacionados con la aplicacion de
la perspectiva, por ejemplo: considerar la pers-
pectiva artificial y la compuesta, en esta Gltima,
combinaciones del escorzo del plano mismo y
los escorzos en el plano, lo que condujo a usar
imagenes anamorficas, es decir, deformaciones
opticas de las figuras como las que se producen
en un espejo concavo (Zollner, 2007).

Ilustracion 1. Da Vinci, Estudio de perspectiva del fondo de La Adoracion de los reyes. 1481.

Galeria Uffizi. Florencia. Tomada de Zdllner, 2007.

Otra linea de estudio se orientd hacia otras
caracteristicas esenciales de la perspectiva
como:
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* Reconocer la importancia de la piramide
visual, pero a la vez comenzar a tomar
conciencia de las limitaciones y falibili-
dad del campo de accion de ésta.



* Reconocer la relacion reciproca entre la
ciencia y el arte, ciencia en el arte o arte
en la ciencia, o sencillamente, reconocer
una ciencia del arte: mostrando contra-
dicciones implicitas en la técnica de la
perspectiva empleada.

En este primer periodo la necesidad de los
artistas marco el derrotero a seguir en geome-
tria: la matematica estuvo sujeta al pedido del
arte; esta demanda fue favorecida por las ca-
pacidades de ellos, quienes ademas fueron los
mejores cientificos del Renacimiento, cuyo tra-
bajo intelectual se reflejé directamente en sus
obras, siendo la geometria una de las ciencias
que dominaban en forma practica con mayor
perfeccion.

Otros rasgos caracteristicos de este periodo
son: mezclar elementos de construccion predi-
seflados y elaborados minuciosamente a manera
de modelos que se elaboraban con anticipacion,
con los cuales se plasmaba el cuadro. Esta cons-
truccion requeria de conocimientos geométricos
espaciales y un buen nivel de abstraccion. De-
jar pequefias areas de improvisacion en el plano
del cuadro, sobre los cuales no se hacian anali-
sis geométricos; es decir, valoracion de efectos
al tanteo o modificacion de la composicion de
las formas en la superficie de trabajo. Emplear
la proporcionalidad y otros conceptos basicos
de la geometria euclidiana. Y considerar la vi-
sion monofocal en posicion fija, empleando la
proyeccion de la luz en estructura piramidal del
objeto al ojo (Corredor, 2012).

Segundo Periodo: adopcion de la teoria de
la perspectiva por los artistas del norte de Eu-
ropa. Perspectiva lineal de Durero a Galileo.

Después del 1500, la perspectiva como téc-
nica artistica tuvo mucho éxito. Al comienzo de
la expansion por Europa hubo dificultad para
asimilar el componente matematico, pero no
hubo pais importante donde no se hubiera adop-
tado, el impacto trascendid a otras disciplinas:
el uso de la técnica se reflejo en la historia de
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las ciencias y también hubo cambios en la pers-
pectiva como ciencia. Esta ciencia germinada
en el arte influyd en la evolucion intelectual de
una manera compleja y creativa, anticipando
una nueva vision del espacio finito e infinito de
Kepler en astronomia y de Desargues y Des-
cartes en geometria. Emplear esta nocion fue el
sello para pertenecer al selecto grupo de los ar-
tistas intelectuales de excelencia, si para Rafael
(1483-1520) fue una cualidad espontanea que
manejo sin dificultad alguna, para otros como
Durero (1471-1529) fue una revelacion que lo
llevo a emplearla y a investigar en el tema y en
la geometria subyacente.

La importancia de Durero esta en el doble
rol, tanto artistico como matematico, en sus ma-
nos se desarroll6 la perspectiva del arte nordico,
influy6 tanto en la teoria como en la practica
del arte aleman, de tal forma que Nuremberg,
su ciudad natal, se convirtio en uno de los cen-
tros culturales mas importantes del Renaci-
miento (Panofsky, 1997). Su teoria geométrica
condensada en [Instruccion sobre las medidas
con regla y compdas de figuras planas y solidas
cuya publicacion postuma es de 1528, configu-
16 la contribucion de Durero a la geometria y la
perspectiva; su aporte es muy similar al método
abreviado, partiendo de formas en planos escor-
zados (Newman, 1997).

En este periodo se dio la expansion y tras-
cendencia de la geometria a otros campos y se
sefialo el origen de una nueva vision del espacio
finito e infinito en astronomia. Se pueden men-
cionar ciertos rasgos caracteristicos del segun-
do periodo:

e A la par con la expansion de la geome-
tria crecia en creatividad y fecundidad
el empleo de la técnica. Para algunos
artistas fue una habilidad de aplicacion
espontanea como en el caso de Rafael,
para otros, fue objeto de investigacion y
estudio de la geometria subyacente. En
general el empleo de la perspectiva daba
al artista reconocimiento y autoridad.
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Ilustracion 2. Rafael, La escuela de Atenas, 1509-1510. Stanze della signatura. El Vaticano. To-

mada de Historia Universal del Arte, V6. (2003)

Un ejemplo acerca de como el método y
la teoria seguian a manos de los artistas
es la figura de Alberto Durero. El artista,
por lo general, se afianz6 en su doble rol,
a la vez de artista y matematico.

La arquitectura empleada en el fondo de
las pinturas o los dibujos para arquitectu-
ra, ejercieron relevancia en el desarrollo
de la técnica perspectivistica, especial-
mente en Francia, pais al cual llego a tra-
vés de los artistas italianos, invitados por
el rey Francisco 1.

Las obras se colmaron de diversos efec-
tos ilusionistas: fondos arquitectonicos,
adornos, figuras, cielos, imitacion de mo-
saicos, tapices y pinturas pintadas dentro
de las obras. Asi se dio un despliegue de
la proyeccion perspectiva en una amplia
gama de efectos. El escorzo con fines de-
corativos fue la tarea mas especializada
(Corredor, 2012).

El progreso de la perspectiva condujo al flo-
recimiento de la erudicion euclidiana y al interés
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por la matematica clasica. Los matematicos hu-
manistas dirigieron su trabajo al descubrimiento,
aclaracion, traduccion y comentarios de textos
antiguos, griegos y latinos; el eje de su esfuer-
zo estuvo en producir textos mas claros que los
casicos, por medio de los cuales se apoyara a las
demas ciencias. En la convergencia de los estu-
dios entre geometria y arte se destacan:

Las exigencias del arte propiciaban toda
serie de estudios en geometria, y a su vez
se condicionaba al interesado para usar
la perspectiva al estar comprometido con
estudiar geometria euclidiana. Varias es-
cuelas la incluyeron en sus estudios re-
glamentarios.

Artistas matematicos como Danti (1536-
1586), Vignola (1507-1573) y los herma-
nos de Alberti, por ejemplo, profundiza-
ron en el método acompafidndolo de un
conocimiento matematico esencial.
Aparecieron libros y tratados con enfo-
ques cada vez mas elaborados, exhausti-
vos y de mayor utilidad (Corredor, 2012).



Una caracteristica fundamental de este pe-
riodo es el equilibrio entre el procedimiento
practico y el analisis o estudio matematico in-
herente. El matematico investigaba las implica-
ciones practicas de su ciencia sobre el arte, y el
artista por su parte se alimentaba de la geome-
tria para conseguir resultados que satisficieran
el rigor del juicio de los expertos.

Comenzaron disputas y polémicas por parte
de los artistas partidarios del método y aquellos
que no lo veian necesario para expresar sus ideas.
Por un lado, la perspectiva era un instrumento
necesario para la representacion y, por otro, no
se requeria elevarlo a fundamento del arte. El
pintor y su fuerza expresiva no deben depender
de la mecénica de las reglas geométricas; tanto
tecnicismo alejaba al arte de su verdadero cami-
no; ademas, para muchos artistas el manejo de
la matematica resultaba tedioso y complejo. In-
clusive, los matematicos Giambattista Benedetti
(1530-1590) y Federico Commandino (1509-
1575), por ejemplo, aceptaron que la perspectiva
habia suscitado mas diferencias que acuerdos en
el sector de los artistas (Kemp, 2000).

Se aprecia la tendencia del momento de ale-
jarse progresivamente de las necesidades del
artista. La matematica comenzé a dominar en
el destino de la perspectiva, sus ramificaciones
cientificas iban cada vez mas alla de lo que los
artistas necesitaban y comprendian. Benedetti,
Commandino y sus contemporaneos marcan el
nacimiento de la geometria proyectiva como
disciplina matematica, relacionada ain con la
ciencia del pintor, pero cada vez mas separada
del arte, definiendo unos medios y fines parti-
culares. Pese a este sesgo, el arte y la ciencia
matematica pudieron alimentarse mutuamente.

Desde el comienzo, con Brunelleschi se hi-
cieron evidentes las relaciones entre ciencia y
arte, la perspectiva se desarroll6 paralela al co-
nocimiento de la astronomia y la geografia; la
relacion entre perspectiva y ciencia fue mucho
mas directa y reciproca, mientras que la rela-
cion con el arte fue absorbida en el contexto de
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una funcidn diferente. La matematica estuvo en
el centro de estos avances, dotandose asi misma
de nuevas técnicas y proporcionando nuevas
herramientas para analizar fendmenos exoge-
nos. No es extrafio entonces que la academia
florentina de dibujo, fundada por iniciativa de
Vasari en 1563, haya incluido la ensefianza de
la geometria euclidiana y que luego otras escue-
las establecieron las matematicas como base so-
lida para la formacion de sus alumnos.

Se puede indicar como fase final de este
periodo a Galileo (1564-1642) ya que estudid
la relacion entre vision directa y su represen-
tacion. Como matematico, fisico y astronomo
ayudo a Cigoli Ludovico Cardi (1559-1613),
proporcionandole un parangoén entre pintura y
escultura, los argumentos de Galileo en favor
de la pintura resaltan la destreza que suponia
crear la ilusion de lo tridimensional mediante la
luz y el color sobre el plano (Kemp,2000).

Tercer Periodo: matematizacion de la
perspectiva después de 1600

La evolucion de la perspectiva en matema-
ticas se dirigio hacia la formalizacion de los
conceptos geométricos inmersos en la técnica,
por esta razon se distanciaron aiin mas la pers-
pectiva geométrica de la perspectiva pictorica,
sus campos de accion se separaron de tal ma-
nera que la primera se dirigié a la teoria y la
segunda a la practica; al mencionar la relaciéon
entre Galileo y Cigoli, se aprecia como la cien-
cia y la pintura toman un rumbo diferente. La
aplicacion de la perspectiva alcanzé en Italia el
culmen con el ilusionismo, pero la ciencia en la
que se baso era apenas algo mas compleja que
la del quattrocento.

Al definirse estos campos de accion, se sepa-
raron paulatinamente también, las profesiones
de artista y matematico. El terreno de la teoria
cada vez mas complejo, riguroso y dificil, ale-
jaba las pretensiones de un profesional ajeno a
la matematica. Puede decirse que disminuyo el
fendmeno de los artistas-matematicos.
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En Francia la época de oro del tratado de
perspectiva, comenz6 hacia el afio 1630, la lista
de autores es enorme y muestra la abundancia
de ideas sobre esta proyeccion. Como era de es-
perar, esta proliferacion de obras trajo consigo
una gama de técnicas constructivas igualmen-
te amplia. Varios autores inventaron sistemas
propios de practicidad y complejidad singula-
res, otros emplearon instrumentos de geometria
muy lejanos a los intereses artisticos.

Para comenzar este periodo, se ha conside-
rado a Desargues como el principal autor, tanto
por ser el perspectivo y gedmetra mas impor-
tante de esta generacion, como por ser el mas
atacado en sus ideas, lo que proporciona una
buena vision de los temas claves para el arte y la
ciencia. Girard Desargues (1591-1661) fue un
ingeniero civil y militar, arquitecto especializa-
do en diseno de escaleras, y sobre todo gedme-
tra de extraordinaria vision espacial (Collette,
1986). Su orientacion intelectual expres6 dos
grandes aspiraciones: construir una geometria
de la posicion sin tener en cuenta la métrica, ba-
sada en técnicas proyectivas y buscar métodos
practicos para quienes trabajaban en campos
distintos a la matematica. Asi, propuso integrar
la teoria y la practica.

Como autor tedrico se dio a conocer en
1636, al publicar un ensayo sobre lectura y
escritura musical, que hacia parte de la obra
de Mersenne Harmonie Universelle y, con su
propio texto: Ejemplo de una de las maneras
universales... que conciernen a la prdctica de
la perspectiva en doce paginas y una ilustra-
cion, ofrecid una técnica que proporcionaba
un procedimiento autosuficiente para abarcar
los posibles casos que se presentaran al artista;
ided una construccion doble en el cuadro, esca-
las precisas con proyecciones que le facilitaron
el manejo del espacio atin mejor que el uso del
suelo ajedrezado.

Desargues estudio las propiedades perspec-
tivas de los poligonos inscritos en secciones
conicas, considero6 las lineas rectas como cur-
vas que se encuentran en el infinito, las inno-
vaciones técnicas y el uso de puntos de involu-
cion lo llevaron a formular su famoso teorema,
segun el cual, si se dibujan dos triangulos de
modo que las lineas que intersectan los pares de
vértices correspondientes se encuentran en un
punto, entonces los puntos de las intersecciones
de los pares de lados correspondientes estan en
linea recta y viceversa.

Ilustracion 3. El teorema de Desargues. Version tridimensional. Fuente: Kemp, 2000.

SABER, CIENCIA Y Libertad | SSN 1794-7154 / e-ISSN 2382-3240 | Vol. 14, No. 2, Julio - Diciembre 2019 | Pags. 295 - 312 303



Lafigura 3 ilustra el teorema en version tridi-
mensional. E es el punto de observacion, 1J es la
base del plano del cuadro (P) el triangulo ABC
se proyecta como DGF. La prueba se logra nor-
malmente en tres dimensiones, sin embargo, en
el plano en el que se proyecta un triangulo (Ver
figura 3), se pueden apreciar mejor los rasgos
esenciales y la técnica perspectivistica emplea-
da. El teorema se publico en el suplemento Li-
vret de perspective que él mismo edit6 en 1643,
también aparecid en la exposicion de Bosse de
la Maniere universelle de Desargues en 1648.

La notacion algebraica introducida por Des-
cartes en matematicas y sus proyectos sobre
geometria analitica, abrieron otro panorama
amplio y novedoso para explorar, atrajo la mi-
rada de varios matematicos de la época y resto
atencion a los hallazgos de Desargues; la teo-
ria sobre geometria proyectiva pasd poco mas
que desapercibida y, en el arte fue muy poco
apreciado su teorema y la Maniere Universelle,
apenas presento una desviacion excéntrica de la
perspectiva practica y tradicional. Sin embar-
g0, sus métodos sobrevivieron en el trabajo de
Blaise Pascal (1623-1662) y un seguidor mas
tardio, Philippe de La Hire (1640-1718) quien
es la personificacion de las tradiciones artisticas
y de la geometria espacial, se encarg6 de reto-
mar y divulgar la ciencia proyectiva, la fascina-
cion por esta geometria lo llevo a investigar y
renovar los esquemas de Desargues.

Estos tres personajes bien pueden conside-
rarse como los pioneros de la geometria pro-
yectiva como ciencia con un caracter propio y
definido; las implicaciones de sus técnicas pro-
yectivas se percibieron propiamente hasta el si-
glo XIX, gracias a Poncelet y Chasles, quienes
practicamente redescubrieron la geometria de
Desargues.

Las discusiones tedricas se acrecentaron en
el gremio de matematicos, disputas sobre el
compromiso practico de la teoria, razon pro-
bable para que Girard Desargues abandonara su
tarea, €l deseaba que la teoria sirviera para apo-
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yar la practica en otros saberes; sus ejemplares
impresos se perdieron y se presentd un lapso en
el que fue olvidada la geometria proyectiva, sin
embargo, los estudios de otros matematicos in-
teresados en el arte, como Taylor y Hamilton de
Gran Bretafia, sirvieron de base para posterio-
res aplicaciones en cartografia, técnica militar,
arquitectura y en dibujo, apoyadas en la publi-
cacion de gran cantidad de material escrito y se
favorecio la disponibilidad a los interesados.

Disminuy6 considerablemente el uso de las
técnicas de perspectiva en la practica de las
bellas artes. La perspectiva lineal dejo de ser
fuente de creatividad para la pintura, los pinto-
res vanguardistas no la vieron necesaria desde
lo intelectual ni desde lo estético. Los pintores
que aun se preocupaban por el tema perspectivo
recurrieron a manuales clasicos y preferian el
enfoque tradicional; pocos artistas estaban ca-
pacitados para comprender el nivel de los avan-
ces en la materia y relegaban su uso a lograr
efectos convincentes en el espacio y en la arqui-
tectura de las pinturas. Se puede concluir que
en el campo de la pintura la perspectiva cay6
en desuso.

El desarrollo posterior muestra puntos de
vista dispares: Gaspar Monge (1746-1818) pio-
nero francés de la geometria descriptiva y de la
ilustracion técnica y John Ruskin (1819-1900)
esteta inglés enemigo de la tecnologia, sefialan
los contrastes de pensamiento en la evolucion
de la perspectiva. La proyeccion se ensefio en
las escuelas de arquitectura y escuelas milita-
res, no asi en la pintura profesional, por ejem-
plo, la pintura francesa no tuvo contacto directo
con las formulas de Monge, la emplearon como
herramienta, pero no como esencia de la creati-
vidad, como lo fue para sus predecesores rena-
centistas; los impresionistas en escaso niimero
la usaron; muchas razones llevaron al descenso
de la geometria proyectiva en la pintura.

La virtual desaparicion de la geometria

proyectiva, la cual permanecio aparentemente
inactiva durante unos doscientos afios, merece
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una revision, pues matematicos como Monge y
Lambert hicieron contribuciones importantes,
que son un paso adelante frente a la perspectiva
tradicional, la geometria descriptiva con el pri-
mero y la proyeccion ortogonal con el segundo,
mostraban ventajas para el dibujo técnicoy a la
vez facilitaban su adopcion en diversos campos
técnicos y practicos.

Cuarto periodo: formalizacion de la Geo-
metria Proyectiva y desarrollo como rama de
la matematica.

El desarrollo descrito condujo a una geome-
tria de gran generalidad y autoridad, conocida
como “Geometria Proyectiva”. Los primeros
resultados suscitaron conjeturas matematicas,
la pregunta inicial fue: ;Cuales son las propie-
dades geométricas que poseen en comun, las
diferentes secciones de un objeto contemplado
desde distintas posiciones? Hallar la respuesta
planteaba la busqueda de propiedades comunes
a todas las secciones de la misma proyeccion y
a las secciones de dos proyecciones distintas de
una escena dada.

Asi como el contorno de un cuadrado cam-
bia, también varian las longitudes de sus lados,
las medidas de sus angulos y la de su area; las
lineas que son paralelas en una escena, dejan de
serlo y se encuentran en un punto. En general,
la longitud, las medidas de angulos y del area,
el paralelismo, no son invariantes de seccion
a seccion, y en consecuencia, dos secciones
de la misma proyeccion no son congruentes y
por tanto el problema no esta en el terreno de
la geometria euclidiana. La rectiliniaridad, el
numero de lados, permanecen sin variacion, el
descubrimiento de otras propiedades invarian-
tes requeria un conocimiento mas profundo
(Kline, 1977).

Volviendo a los pioneros de la geometria pro-
yectiva, la importancia del trabajo de Desargues
no se encuentra tanto en los conceptos nuevos y
teoremas que obtuvo, sino en la introduccion de
un método que unifica todos los tipos de coni-
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cas al considerarlos como distintas secciones de
una misma superficie conica obtenidas al pro-
yectar una circunferencia desde un punto exte-
rior al plano que la contiene. Asi, probando un
resultado sobre una circunferencia, tendremos
ese mismo resultado en cualquier seccion del
cono.

A pesar de que Pascal fue grande en muchos
campos, pues fue uno de los fundadores del
calculo, maestro de la prosa francesa, famoso
polemista en teologia, filosofia, etc., el trabajo
de Pascal en la geometria proyectiva ocupa sélo
un folio, aun asi, el llamado teorema de Pascal,
“El hexagrama mistico”, es uno de los mas be-
llos y sugestivos de las matematicas. Blaise fue
contemporaneo de Desargues y fue presionado
por este a investigar las propiedades comunes a
secciones de proyecciones. (Eves, 1969)

El teorema dice asi: “Si se inscribe un hexa-
gono en una conica, los puntos de interseccion
de los pares de lados opuestos estan alinea-
dos”. Sélo hay indicaciones de como la probo
y afirma que al ser cierto para el circulo, por
proyeccion y seccion debe serlo para todas las
conicas. Este teorema no parece tener relacion
con el tema de proyeccion y seccion; pero una
proyeccion del circulo es un cono y una seccion
de este cono no serd un circulo, sino una elipse,
una hipérbola, o una parabola, esto es una sec-
cion conica; ademas el hexdgono inscrito en el
circulo da origen a un hexagono inscrito en la
conica, y cada par de lados opuestos del nuevo
hexagono se encuentran en un punto, y los tres
puntos de interseccion estan en una linea recta.
De esta forma, el teorema expresa una propie-
dad de un circulo que se mantiene en cualquier
seccion de cualquier proyeccion de aquel circu-
lo; este es un asunto de la geometria proyectiva,
muestra que hay propiedades comunes impor-
tantes a las secciones de cualquier proyeccion
de una figura dada.

Los logros de estos matematicos no fueron

apreciados en su época, quiza la terminologia
empleada por ellos engafi6 a los colegas de su



Figura 3. Teorema de pascal (hexagrama
mistico). Fuente: La autora

tiempo, dijeron que Desargues estaba loco y
desecharon su trabajo; la geometria analitica de
Descartes y Fermat y el célculo infinitesimal de
Newton y Leibniz mostraron ser muy utiles en
las ciencias especialmente en la fisica, y los ma-
tematicos se concentraron en esos temas.

Philippe de la Hire, alumno de Desargues,
hizo una copia manuscrita del libro de Desar-
gues, ejemplar que fue encontrado por casuali-
dad en el siglo XIX en una libreria, y por ¢l la
humanidad pudo conocer su trabajo. La Hire es
el ultimo de los gedometras proyectivos del siglo
XVII, su obra Secciones Conicas (1685) esta
dedicada totalmente a los métodos proyectivos,
en ella estan probadas todas las propiedades de
las conicas de modo sistematico, siguiendo los
pasos de Desargues (Collette, 1986).

Pero el objetivo perseguido por estos pre-
cursores era la generalizacion de los métodos
utilizados, trataban de mejorar la geometria eu-
clidea y no eran conscientes de que su trabajo
implicaba una nueva geometria. Ademas de los
teoremas mencionados, surgieron otras ideas y
horizontes de estudio, con los que se dio paso a
una renovacion de la geometria proyectiva.

Las lineas generales de sus trabajos son
las siguientes, la primera idea es la de “cam-
bio continuo de una entidad matemadtica”: fue
Kepler el primero en observar que la parabola,
la elipse, la hipérbola, la circunferencia y un
par de rectas podian obtenerse por un proceso
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de cambio continuo de una figura a otra. Ke-
pler fij6 un foco de la elipse, mientras movia el
otro a lo largo de la recta que une los focos, asi,
considerando la recta como una circunferencia
con el centro en el infinito, obtuvo las distintas
secciones conicas. Pascal también paso hexago-
nos a pentagonos y estos a cuadrilateros que por
un cambio continuo de dos vértices contiguos
superpuestos. La segunda idea es la de “trans-
formacion e invarianza”: las propiedades que
interesan en la geometria proyectiva son aque-
llas que permanecen invariantes en la transfor-
macion.

Michel Chasles (1793- 1880) fue quien en-
contr6 por azar una copia del manuscrito hecho
por La Hire, pero los descubrimientos de los
pioneros debieron rehacerse de nuevo indepen-
dientemente por gedometras de este siglo. Gas-
pard Monge (1746-1818) inventor de la geome-
tria descriptiva, aunque distinta de la proyecti-
va, utilizo la proyeccion y seccion, a su alre-
dedor alumnos como Charles Julien Brianchon
(1785-1864), Lazare Nicholas Carnot (1753-
1823) y Jean-Victor Poncelet (1788-1867) in-
tentaron demostrar que los métodos puramente
geométricos podian lograr tanto como los mé-
todos algebraicos o analiticos, que cautivaron a
Descartes, Leibniz y Newton. (Kline,1977)

A Poncelet se atribuye la resurreccion de la
geometria proyectiva. Fue oficial del ejército de
Napoledon y en una invasion a Rusia fue hecho
prisionero en 1813; luego de un afio de captu-
ra, reconstruyo sin ayuda de libros, lo que habia
aprendido de Monge y Carnot y obtuvo nuevas
conclusiones en la geometria proyectiva. Capto
y aprecio completamente esta teoria como una
nueva rama de las matematicas, su principal
apoyo fue la razon doble, una invariante pro-
yectiva, hecho que fue aprovechado por varios
estudiosos del tema en el S XIX. Otro funda-
mento apreciado por Poncelet fue el de la in-
varianza de la razén doble, en la cual encontro
el argumento para explicar como las conicas en
proyeccion y seccion dan objeto a otras conicas,
asi abrio una linea de investigacion basada en
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que una seccion conica se determina por la pro-
piedad de la razon cruzada.

Posteriormente, se descubrid el principio de
dualidad; dos puntos cualesquiera estan situa-
dos en una misma recta, pero también es verdad
en geometria proyectiva que dos rectas cuales-
quiera determinan un Unico punto, en el senti-
do en que pasan por un solo punto. La segunda
afirmacion se obtiene de la primera intercam-
biando las palabras punto y recta, esto es duali-
zar la afirmacion original. El dual de un triangu-
lo es otro triangulo. La afirmacion: dos puntos
cualesquiera estdan situados en una recta tiene
como dual valido en geometria proyectiva: Dos
rectas cualesquiera determinan o pasan por un
punto (Eves, 1969).

Dualizar un teorema permite obtener otro
teorema, intercambiando punto y linea se lle-
ga a un nuevo enunciado de un nuevo teorema,
es mas, el intercambio de estas palabras en la
demostracion de uno de ellos es la demostra-
cion dual del otro. Esta es la caracteristica mas
notable de la geometria por proyecciones. El
principio de dualidad muestra como obtener
nuevos teoremas en los que se encuentran pun-
tos y rectas; por este mismo camino se consigue
dualizar enunciados en los que haya curvas, la
figura dual de una curva dada, es una coleccion
de rectas que satisface la condicion dual de la
que define la curva, es natural, pues la curva es
una coleccion de puntos. Asi, una curva consis-
te en una coleccion de rectas, tal coleccion su-
giere una curva, del mismo modo que la sugiere
un conjunto de puntos.

Se pueden determinar los teoremas duales
del teorema de Desargues y del de Pascal, el
dual del ultimo recibe el nombre de teorema de
Brianchon, quien lo descubri6 tal como se ha
descrito. Se puede repetir el teorema de Desar-
gues en términos duales, teniendo en cuenta que
el dual de un triangulo es otro tridngulo y supo-
niendo que el punto O y los dos tridngulos estan
en un mismo plano:

e Teorema de Desargues: Si dos tridan-
gulos son tales que las rectas que unen
los vértices correspondientes pasan por
un punto O, entonces los pares de lados
correspondiendo a los dos triangulos se
unen en tres puntos que estan situados en
una linea recta.

e Teorema dual, es decir, intercambiando
su hipotesis y su conclusion, intercam-
biando punto y recta se llega a un nuevo
teorema: Si tenemos dos triangulos tales
que los puntos que son union de los lados
correspondientes estan en una recta O,
entonces los pares de vértices correspon-
diendo a los dos triangulos estan unidos
por tres rectas que pasan por un punto.

e De la misma manera, al dualizar el teo-
rema de Pascal, se obtiene otro teorema
llamado teorema de Brianchon: Si cir-
cunscribimos un hexdgono a un circulo
de puntos, las rectas que unen vertices
opuestos del hexdagono, se encuentran en
un punto. (Kline, 1972 y 1977)

Una vez separado el campo de estudio de la
matematica e independizado de sus aplicacio-
nes al arte, el progreso se centra en la forma-
lizacion, conceptualizaciéon y matematizacion
de la geometria proyectiva, y esta solamente
supeditado al esmero y esfuerzo de los mate-
maticos y a las necesidades internas del area.
Se consolido la geometria proyectiva como la
rama mas original en ideas dentro de la mate-
matica, en cuanto a la intuicion en su descubri-
miento y el rigor en sus pruebas, su terminado
loégico, finura de las demostraciones y alcance
de los conceptos.

Esta rama de la matematica continua en de-
sarrollo, hay una geometria proyectiva analitica
al igual que existe una euclidiana analitica, las
demostraciones en este campo son las mas ele-
gantes de toda la matematica; ademas, el obje-
to de estudio de este campo se extiende mucho
mas alla de los conceptos, métodos y teoremas.
Las propiedades invariantes tratan de la alinea-
cion de puntos, concurrencia de rectas, razon
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doble, y el protagonismo del punto y la recta en
el principio de dualidad; mientras que el obje-
to de la euclidiana trata de la distancia, &ngulos
y areas. Una leve comparacion sugiere que las
propiedades de la proyectiva son més sencillas,
se centra en la formacion de figuras cuya con-
gruencia, semejanza y equivalencia se estudian
en la geometria euclidiana.

En la proyectiva, las afinidades de congruen-
cia'y semejanza pueden analizarse por medio de
la proyeccion y seccion de proyecciones espe-
ciales, con lo cual la geometria euclidiana no
solo es una subdivision de la proyectiva, sino
que puede asumirse como un conocimiento
particular de las propiedades que no varian en
proyecciones especiales. Si la proyectiva es 16-
gicamente fundamental para la euclidiana, en-
tonces todos los conceptos de la ultima deben
ser susceptibles de definicion en términos pro-
yectivos. Sin embargo, los conceptos basados
en la razon doble, se amparan en el concepto de
distancia, por tanto, los conceptos proyectivos
como la definicion de coénica son imperfectos,
pues dependen de la razén doble; este fallo fue
estudiado por Kail Georg von Staudt (1798-
1867), quien ensendé como definir la razén do-
ble en términos proyectivos.

El desarrollo de esta geometria fue prolon-
gado y enriquecido por Jacob Steiner (1796-
1863), quien construyd las conicas mediante
formas simples y haces de lineas, en este tema
aplico el principio de dualidad y obtuvo varios
pares de teoremas duales. Otro estudioso es Ar-
thur Cayley (1821-1895) quien, con Felix Klein
(1849-1925), mostré que las geometrias no
euclidianas: la lobachevskiana (Lobachevsky,
1793-1856) y de Janos Bolyai (1802-1860), y
la geometria eliptica no euclidiana creada por
Bernhard Riemann (1826-1866), pueden deri-
varse como casos especiales de la proyectiva.
Klein establecio, segun criterios de Cayley, tres
tipos de geometrias, la de Euclides, la hiperbo-
lica y la de Riemann, son casos particulares co-
rrespondiéndose a los tres tipos de geometrias
proyectivas de curvatura constante, siendo la de
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Rieman una geometria sobre una superficie de
curvatura positiva. (Collette, 1986)

Los geometras del S XIX y comienzos del
S XX lograron deducir los teoremas de las geo-
metrias euclidiana y no euclidiana a partir de
los conceptos proyectivos. Las investigaciones
continuan intentando encontrar principios mas
simples y pruebas mas bellas y elegantes, o en
el espacio de n dimensiones, se ha unido recien-
temente la geometria diferencial proyectiva,
centrada en propiedades locales o infinitesima-
les de curvas y superficies.

La afinidad de la proyectiva con las geome-
trias euclidiana y no euclidiana, se comprob¢ al
final del S XIX y sugiri6 una nueva aproxima-
cion global y totalizante de la geometria (Lon-
dofio, 2011). La proyeccion y seccidon son casos
de transformaciones; dada una figura, al formar
una proyeccion desde algin punto, se obtiene
una seccion de esta proyeccion, este proceso,
que traslada una figura original a la seccion, es
una transformacion. Se plantea entonces la pre-
gunta: ;Hay transformaciones mas generales
que la proyeccion y seccion, con propiedades
invariantes que puedan ser analizadas?

Una nueva geometria, siguiendo esta linea de
pensamiento, es la Topologia. Las transforma-
ciones topoldgicas y las propiedades invariables
que se han encontrado en esta rama de la geo-
metria son muchisimas. La topologia considera
transformaciones mas generales que la proyec-
cidn y seccion y por lo tanto la topologia es 16gi-
camente anterior a la geometria proyectiva.

Por otra parte, la geometria proyectiva ha
sido relevante para otros campos. La influencia
de la geometria proyectiva en la fisica moderna
es considerable. Al estudiar la teoria de la rela-
tividad, se reconocid que las leyes del universo
pueden variar de un observador a otro, esas le-
yes se ven como invariantes de las leyes res-
pecto a cualquier transformacion del sistema de
coordenadas de uno a otro observador. El énfa-
sis en la invarianza result6 natural por el trabajo
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en geometria proyectiva. Cuando en fisica se
busco una forma matematica de expresar las le-
yes cientificas que permanecen invariantes bajo
el sistema de coordenadas, la geometria proyec-
tiva ya habia encontrado el modelo.

A finales del S XIX se emplearon en la geo-
metria proyectiva métodos algebraicos para fa-
cilitar el estudio de las propiedades invariantes.
En términos algebraicos, las propiedades de las
figuras son expresiones del algebra y la trans-
formacion proyectiva de secciéon a seccion es
un cambio de un sistema de coordenadas a otro:
en esa transformacion de coordenadas la inva-
rianza proyectiva conserva su forma algebraica.
Es precisamente Klein quien introdujo no sélo
un orden en la geometria por el reparto de las
propiedades de las figuras en clases que corres-
ponden cada una a un grupo de transformacio-
nes, sino en adelante, se considerd la geometria
como estudio de propiedades invariantes en los
diversos grupos de transformaciones.

Estas razones motivaron el estudio de la
teoria de la invariancia de las formas algebrai-
cas, al cambiar de sistemas de coordenadas. Al
respecto resultd de gran utilidad para la fisica
el estudio de los tensores. Mediante el calcu-
lo tensorial, se expresan convenientemente las
leyes cientificas de manera que se satisfaga el
requisito de no variar en el sistema coordenado.
La teoria de tensores o calculo tensorial, como
consecuencia de la geometria proyectiva, resul-
to de gran apoyo para los fisicos ya que facilita
expresar las leyes cientificas sin que varien al
cambiar de coordenadas. Los proyectivos ini-
ciaron el estudio de los conceptos y técnicas
empleados en la teoria de la relatividad, sin que
haya mediado, por su parte, una minima traza
de prevision (Kline, 1977).

Se puede concluir que la geometria proyec-
tiva inicié el estudio de conceptos y técnicas
empleados en la teoria de la relatividad, con-
tribucion imprevista incluso para los estudiosos
del S XIX. Junto a otros campos de la matema-
tica como las ecuaciones diferenciales esta geo-
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metria ha contribuido al adelanto de la ciencia.
Empero, ninguna rama es tan original en ideas,
en coordinacién de la intuicion, en el descubri-
miento y rigor de la prueba, en el terminado 16-
gico, en la elegancia de las demostraciones y el
alcance de los conceptos.

Conclusiones: Reflexiones Epistémicas y Di-
dacticas

Son varias las razones que condujeron a este
examen, unas de caracter epistémico, otras de
naturaleza historiografica, pedagodgica, y otras
matematicas unidas al gusto por el arte.

(Por qué una reflexion epistemologica e his-
toriografica? El desarrollo del pensamiento en
el individuo cognoscente, muestra un paralelo
con el progreso histoérico de la ciencia al nivel
de los mecanismos cognitivos. La semejanza
entre el desarrollo ontogenético de la inteligen-
cia en el individuo y filogenético en la histo-
ria, en cuanto a los procesos que muestran el
movimiento intelectual desde lo pre-cientifico
a lo cientifico, es un hecho epistemoldgico ya
estudiado por Jean Piaget. (Corredor, 2012a)
Se ha aceptado que en la formacion de conoci-
mientos matematicos se presentan mecanismos
analogos tanto en el progreso del pensamiento
matematico individual, como en las etapas his-
toricas del devenir cientifico de esta disciplina.
(Piaget, 1982). Esta es la razon mas relevante
a la hora de tener en cuenta la historia de una
ciencia como fuente de analisis para superar
posibles dificultades a nivel epistemoldgico y
pedagogico.

La historia analizada como reconstruccion
de la evolucion del desenvolvimiento logico
del pensamiento, no como registro anecdotico
o biografico, facilita comprender el avance de
una ciencia conociendo las ideas primigenias
que fundamentan los logros tedricos, su apoyo
en las practicas y aplicaciones, las limitaciones
y carencias de ciertos lapsos del desarrollo, es
una historia de la cual la epistemologia y la di-
dactica se nutren (Piaget y Garcia, 1982). La



epistemologia y la pedagogia emplean la histo-
ria como laboratorio en el cual ponen a prueba
sus conjeturas y donde apoya sus tesis sobre
la producciéon y adquisicion de conocimien-
tos (Piaget, 1983, p.76). Si bien es cierto que
la historia definida, organizada y traducida en
términos temporales tiene un valor nada despre-
ciable, también lo es la historia desde la optica
de la recuperacion de los grandes periodos del
pensamiento y sus repercusiones actuales, una
vision transhistorica y multidisciplinaria que
invita a ampliar la perspectiva intelectual has-
ta considerar los conocimientos centrales de un
periodo y su relacion con otros saberes (Piaget,
1975)

(Cuales son las razones pedagogicas? No se
puede conocer completamente una ciencia mien-
tras no se estudie su historia y no se puede en-
sefiar aquello que no se conoce; quiza por esta
razdn, un problema de didactica implica muchas
veces un problema epistemologico y otras tantas
un problema historico. La didactica se sirve de
la historia para reconocer la forma mas acerta-
da de acceso a una teoria o conocimiento par-
ticular. Reconociendo la evolucion periodica se
trazan caminos que recorridos a pasos agigan-
tados y extrayendo esencialmente los procesos,
permiten un acceso seguro y en cierto modo
mas facil, hacia conocimientos que en la actua-
lidad parecen oscuros, demasiado abstractos o
inexplicables. Cuando un individuo se enfrenta
a un problema matematico, intenta asimilarlo a
estructuras mentales ya existentes, esto significa
el intento de resolverlo mediante conocimientos
que ya posee, como resultado de la asimilacion,
el esquema cognitivo existente se reconstruye
expandiéndose para acomodarse a la nueva si-
tuacion. En forma similar, los cientificos de un
periodo historico determinado se valen de los
conocimientos validados hasta el momento, para
resolver interrogantes y asi generar nuevas ideas,
consecuencias o teorias nuevas.

A su vez, la didactica se sirve de la historia

para reconocer en el desarrollo de las nociones
y conceptos, las formas mas acertadas para tra-
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zar caminos de acceso al conocimiento. En este
se sentido, conociendo la evolucion se pueden
dar pasos agigantados pero certeros para acce-
der més facilmente a conocimientos que en la
actualidad pueden parecer oscuros, demasiado
abstractos, o inexplicables. La historia muestra
esas formas de ingresar a teorias que en la actua-
lidad parecen terminadas y a su vez elaboradas
intrincadamente. En la ensefianza de la matema-
tica y por ende de la geometria, muchas veces se
tropieza con dificultades de este tipo, pero con
ayuda de un conocimiento adecuado de su desa-
rrollo historico, se pueden encontrar soluciones
didacticas adecuadas y convenientes.

El estudio anterior invita a manejar proce-
sos pedagogicos que muestren la geometria
como ciencia dindmica, en permanente cons-
truccion, extraordinariamente rica en saber y
aplicacion, que ha venido creciendo a base de
esfuerzos y superacion de lo concreto o inme-
diato a lo mas general y abstracto, de lo técnico
hacia lo cientifico. Un desarrollo que invita a
recapacitar sobre la primera necesidad, la de
la coordinacion de acciones con lo concreto y
con la solucion a una necesidad, a interpretar
el surgimiento en medio de la practicidad, a ir
de lo particular a la generalizacion, a revisar la
generacion de conjeturas y la importancia de la
maduracion de conceptos en la construccion de
la ciencia, para luego crecer en independencia
y de ahi lograr la formalidad y matematizacion
como ultima fase.

El conocimiento de la evolucion historica
de la perspectiva es util para la epistemologia y
la pedagogia. Algunos conceptos matematicos
parecen alejados de toda realidad, puesto que
se dan en su forma final actual y elaborada de-
jando en incognito el nacimiento y desarrollo,
caso de la topologia y de la geometria actuales.
Este recorrido evolutivo brinda un acercamien-
to amable a estas ciencias y permite explorar
un camino didactico mas acertado para su com-
prension: muestra el movimiento desde lo pre-
cientifico, mecanico e intuitivo a lo cientifico,
formal y riguroso de la matematica y quizé per-
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mita extraer procesos didacticos para sortear las una facilidad no existente, caso frecuente de
dificultades de aprendizaje y comprension, sin didacticas corrientes, desde las cuales se da un
detrimento de los contenidos de por si elevados barniz, con aires de facilismo que no concuer-
y sin pretender extender cortinas de humo tras dan con el auténtico valor cientifico.
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