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RESUMEN 

 
Este escrito tiene como fin ex- 

poner algunas consideracio- 
nes sobre las demostraciones1

 

originales del Teorema Fun- 

damental del Cálculo (TFC) de 
Newton y Leibniz desarrolladas 
durante el Siglo XVII. 

 

 
1 No son demostraciones en el sentido del análisis matemático moderno. De hecho, Newton lo planteó como un ``Pro- 
blema’’ y dio su solución. Uno de sus intereses era el manejo de velocidades y distancias. En Leibniz aparece el TFC 
casi de manera obvia, al generalizar la idea de que la resta y la suma son operaciones inversas. Ninguno lo enunció 
como Teorema y sus resultados fueron escritos utilizando la geometría euclidiana. 
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x 

b 

INTRODUCCIÓN 

El punto de vista de estas de- 

mostraciones se guía bajo los 
contextos dinámico y geométri- 
co, que podrían servir como es- 

tructuras para presentaciones 
alternativas del TFC en cual- 

 

Teorema Fundamental del Cálculo: 

Sea f una función continua en el intervalo [a,b] 

(1)  Si g(x)=∫a f (t)dt, entonces g’(x) = f (x) 

(2)  ∫ f (x)dx=F(b) - F(a) donde F es una antiderivada de f, 
quier curso de cálculo integral. a 

es decir, F’(x) = f (x) 

 

 
Teorema Fundamental del Cál- 
culo, Contexto Histórico, Diná- 
mico y Geométrico. 

 

El Teorema Fundamental del 

Cálculo (TFC) es comúnmente 
atribuido a Newton y Leibniz. 
Sin embargo, muchos otros 

matemáticos cimentaron, tra- 
bajaron y refinaron los concep- 
tos necesarios para lo que en la 

actualidad se conoce como el 
TFC. Por citar solo algunos nom- 
bres (desde el S. XVI y hasta el S.  
XVIII) se encuentran: Bonaven- 

tura Cavalieri, Pierre de Fermat,  
John Wallis, Isaac Barrow, Hen- 
drick van Heuraet, James Gre- 

gory, Leonhard Euler, Joseph- 
Louis Lagrange, Augustin-Louis 
Cauchy, y la lista continúa... 

 

Este escrito brinda una forma 

alternativa de presentar el TFC, 
y su demostración, para cursos 
de formación de profesores de 

matemáticas, o para alumnos de 
ingeniería (donde aún se preser- 
ve el estudio de las demostra- 

ciones de los teoremas), a partir 
de los resultados de Newton (en 
1665) y de Leibniz (en 1693). 

 

En la mayoría de textos (salvo 
pequeños cambios), se suele 
enunciar el TFC de la siguien- 
te manera (e.g. Stewart, 2015; 

Además, por citar solo algunos 

de las diferentes formas de pre- 
sentar el TFC se tiene, por ejem- 
plo, el texto de Stewart (2015) 

que comienza por el Cálculo 
de Áreas, luego muestra las In- 
tegrales Definidas (con sus pro- 

piedades) y finalmente, el TFC. 
Para la demostración de (1) apli-  
ca la definición de derivada, el 

Teorema del Valor Extremo de 
las integrales definidas y poste- 
riormente el Teorema del Empa- 

redado. 

Por el contrario, el texto de 

Thomas (2006) inicia con la Es- 
timación de Sumas Finitas, a 

continuación, aborda el uso de 
la Notación Sigma y Límite de 
Sumas Finitas. Posteriormente, 
desarrolla las Integrales Defi- 

nidas (propiedades junto con 
el valor medio de una función) 
para concluir con el TFC. Para 

la demostración de (1), Thomas 
utiliza la definición de la deriva- 
da y el Teorema del Valor Medio 

para Integrales Definidas. 

p. 326): Figura 2. Árbol genealógico del TFC (Hairer & Wanner, 2008, p. 242). 
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Ninguna de estas dos formas 
de presentar el TFC se aseme- 
ja a las realizadas por Newton 

y Leibniz, y no solamente por 
la notación utilizada, las de- 
mostraciones realizadas tienen 

contextos completamente di- 
ferentes. 

 

Más aún, ninguno de los múl- 

tiples caminos que nos ilustran 
Hairer and Wanner (2008), en la 
página 242, en su árbol genea- 

lógico del TFC (Figura anterior) 
contiene los puntos de vista de 
Newton y Leibniz. Este árbol 

muestra, eso sí, la complejidad 
y la variedad de algunos con- 
ceptos matemáticos que son 

necesarios para el TFC. 
 

El propósito de dirigir la aten- 
ción hacia los puntos de vista 
originales de Newton y Leibniz 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

geométricos para considerar 

relaciones de aceleración, ve- 
locidad y distancia.” 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

mentos y de fluentes a las can- 

tidades generadas, esclarecí, 
poco a poco (en 1665 y 1666) el 

es tener una alternativa dife-    método de fluxiones”, (Santos, 
rente de presentar el TFC y sus 
demostraciones (con sus com- 

ponentes de dinámica y geome- 
tría). Podría ser implementado 
en clases dirigidas a futuros pro- 

fesores de matemáticas o inge- 
niería. Se puede manejar la no- 
tación moderna, sin perder de 

vista las ideas originales plan- 
teadas por ambos. Se inicia con 
la presentación de Newton, y 
posteriormente con el punto de 

vista de Leibniz, sin embargo, 
como bien lo señala Bressoud 
(2011): “Incluso más que reco- 

nocer la naturaleza inversa de 
la integración y la diferencia- 
ción, la genialidad de Newton 

y Leibniz yace en su habilidad 
para moverse fácilmente entre 
las ejemplificaciones dinámica 

y geométrica del cálculo. Lei- 
bniz reconoce la integración 
como como una acumulación 

o suma de áreas infinitesima- 
les. Newton usa los modelos 

TFC PARA NEWTON 
 

La integración en Newton, pue- 
de ser vista de manera dinámica 
como una acumulación de una 

cantidad descrita por sus tasas 
de cambio (fluxiones). La prime- 
ra parte del TFC (1) asegura que 
la razón de cambio del área (o 

fluente) está dada por la orde- 
nada de la curva que la delimi- 
ta. Isaac Newton desarrolló esta 

idea en el manuscrito “The Oc- 
tober 1666 Tract on Fluxions”. 

 

No obstante, como advierte 

Guicciardini, (2009) en la página  
183, “él descubrió este teorema 
en 1665... Su razonamiento... se  

refiere a dos curvas particulares 
z=x3/a y y=3x2/a. Sin embargo, 
es completamente general…” 

 

Newton además dijo “llaman- 

do fluxiones a las velocidades 
de los movimientos o de los au- 

2012, pág. 114). La relación in- 
versa entre el problema de áreas 

y el problema de las tangentes, 
aparece también en 1669 en De 
Analysi, y puede leerse en Guic- 

ciardini, (2009), página 185. 
 

A continuación, se presentará 
la versión del TFC descrita en el 
Problema 5 (traducción aproxi- 

mada al castellano desde el 
enunciado original), que corres- 
pondería a (1): 

 
Problema 5: Para hallar la na- 
turaleza de la curva cuya área 

está expresada por una ecua- 
ción dada. Esto es, la naturaleza  
del área está dada para hallar la  
naturaleza de la curva cuya área  

está dada. 
 

Este problema, extraído de 
Newton project (2011), podría 

traducirse en nuestros términos 
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a 

 
como: dada un área representa- 
da por una ecuación, encuentre 
la curva que la delimita. Newton 

utilizó la siguiente gráfica (Figura 
del Problema 5) en su solución. 
Él observó que el movimiento 

por el cual (el área de la región) 
y se incrementa es bc = q. 

 
 
 

 
 
 
 
 

 
Figura 3. Reconstrucción de la 

demostración de Newton del TFC. 

 

Newton realizó la construcción 
geométrica de esta figura, de la 

siguiente manera: 

(a)  de || ab y ad || be 
Tomó además ab ad 

(b)  ab = x (como medida) 

y abc = y (como área) 

(c)  Declaró be = 1 
(y por tanto ad = 1), 
Luego el área abde =x·1=x 

(d)  ad es fija y cbe se va despla- 

zando hasta generar el rectán- 
gulo abde y la supreficie abc 

La conclusión inmediata de esta 
construcción, es que la veloci- 
dad con las cuales se incremen- 

curva que delimita un área dada,  
esta es -Xy/Xx= q = bc que es 

similar a la fórmula que se uti liza  
actualmente para la derivación 
implícita. 

Ejemplo: A continuación, se 
traduce el primer ejemplo que 
realizó Isaac Newton para el 

Problema 5: 

Si 2x/3√rx=y o - 4rx3+9yy=0 
Entonces es 

12rxx/18y=q=√rx o rx=qq 
y por lo tanto abc es la parábola 

cuya área abc es 2x/3√rx=2qx/3,  
Tomado de Newton Project, 2011. 

¿Cómo hacia Newton para hallar 
esta curva de ordenada q? En la 

Proposición 7, de Tract on Flu- 
xions tenía lo que para nosotros 
es una tabla de integrales, don- 

de relacionaba fluentes (áreas) 
y la curva que la delimita. En la 
notación actual este ejemplo se 

podría escribir como: 

La ecuación y=2x/3 √rx des- 
cribe un área. Ésta ecuación es 

equivalente a -4rx3+9y2=0. 
 

Así, aplicando la derivación im- 
plícita de la manera indicada 

por Newton, se tiene: 
 

-Xx/Xy=-(-12rx2)/18y=12rx2/18y 

Por lo tanto, √rx=q. Esto es, el 

área dada puede reescribirse 
como y=(2/3) r(1/2) x(3/2), y además: 

12rx2/18y=√rx=d/dx[ 
x
∫ √rtdt 

a pensar que el TFC es obvio, 
(Katz, 2008). Leibniz buscaba hallar 
el área bajo una curva y para eso, 

construyó una curva auxiliar para 
la cual la pendiente es proporcio- 
nal a la altura de la curva original 

(Bressoud, 2011a). Su TFC apare- 
ció en 1693 en el Acta Eruditorum, 
una revista mensual que él mismo 

ayudó a fundar, (Struik, 1969). 
 

En la siguiente figura (figura 2 en 
Acta Eruditorum), los puntos entre 

paréntesis (H), (F), (C) y (B) son infi- 
nitesimales. La curva AH(H) es la 
figura a la que se le quiere hallar 

el área, y  la curva C(C) es la curva 
cuya derivada en C es precisamen- 
te FH. Se debe tener en cuenta 

que Leibniz alcanzó su resultado 
comparando los triángulos TBC 
(triángulo característico) y CE(C) (el 
triángulo diferencial) de esta figu- 

ra, de la siguiente manera: 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
Figura tomad a de (Bressoud, 2011, p 101) 

Figura 4. Reconstrucción de la 
demostración de Leibniz del TFC. 

tan el área x está dada por be,    (a)  Primero denominó a AF=y, 
mientras que “el movimiento 
por el que y se incrementa es 
bc’’, es decir,  la razón de cambio 
del área y es bc=q. 

Pero hay más, Newton ofrece la 
forma algorítmica para hallar la 

   
TFC PARA LEIBNIZ 

La idea que desarrolló Gottfried 

Leibniz para crear su cálculo fue  
que la suma y la resta son opera- 
ciones inversas2 lo que conlleva 

FH=z, BT=t y FC=x 

(b)  Definió una distancia cons- 

tante a, tal que TB:BC = FH:a 
(El uso de estos parámetros 

era usual en la época (Bres- 
soud;2011) y (López; J. 2011)) 

 
2 Esta presentación puede leerse en (Katz, 1993) página 565. 
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a CONCLUSIÓN 

(c)  Como FC = x y AF=y, enton- 
ces dy=F(F)=CE y dx=E(C) 

(d)  De la relación de los triángulos 
característico y diferencial, se 

tiene que TB:BC=E(C):EC, lue- 
go TB:BC=dx:dy 

(e)   Concluyó que, dx:dy=z:a, es 

decir, adx=zdy. Este último 
producto es el área de la re- 
gión F(F)(H)H y adx es el área 

de un rectángulo de altura (E) 
C=dx y ancho el parámetro a 

(f)  Al sumar a ambos lados de 

esta igualdad, se obtiene que 
∫adx=ax es el área de un rec- 
tángulo de altura FC=x y an- 

cho a, mientras que ∫zdy es 
el área de la región AFHA. Lo 
que muestra que C(C) es la 

antiderivada (quadratrix como 
se denominaba) de la curva 
AH(H) 

 
Leibniz dio así una forma para 
encontrar el área bajo una 

curva. Al igual que Newton, 
propone un resultado   y   da 
el algoritmo para su uso. En 

efecto, utilizando nuestra no- 
tación moderna y usando el 
resultado de Leibniz, se pue- 

de concluir (2): 
 

Si se quiere hallar el área bajo 
una curva con ordenada y, lo 
que se necesita es encontrar 

una curva z tal que z=∫ydx. Es 
decir, si y=f(x), se debe buscar 
z=F(x) (su antiderivada) que sa- 

tisfaga: 
 

dz/dx=y/1dz=ydx 
De manera particular, ∫xdz=∫xydx, 

o análogamente, 
F(x)=∫xdz=∫xydx=∫xf(x)dx. 

En estos términos, F(a)=0, en- 

tonces F(x)-F(a)=∫xf(x)dx. 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
Se acaba de demostrar la si- 
guiente versión del TFC (2), (Lo- 

pez, 2011): 
 

Teorema Sea f:[a,b]R una fun- 

ción continua y suponga que 
F:[a,b]R es una quadratrix  para 
f, es decir F es continua en [a,b],  

diferenciable en (a,b) y  F’(x)=f(x)  
para todo x en (a,b). Entonces: 

 
∫bf(x)dx=F(b)-F(a) 

Leibniz llega al TFC empleando 

el triángulo diferencial y su re- 

lación con el triángulo caracte- 
rístico. Esta relación también fue  
usada en su Teorema de Transmu- 

tación (Katz, 2008).  Sin embargo, 
el uso del triángulo diferencial  no 
fue exclusivo de él. Isaac Barrow 
en su versión del TFC, ya lo había 

empleado. ¿Por qué entonces no 
se dice que Barrow fue el creador 
del TFC? Según D.T Whiteside 

puede ser por la posibilidad de 
ofrecer un algoritmo (como sí lo 
hicieron Newton y Leibniz) para 

hallar la solución de un problema 
de áreas, más que mostrar, úni- 
camente, que la derivación e in- 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
tegración son procesos opues- 
tos (Bressoud, 2011b, pag. 103). 
Puede verse las similitudes entre 

la demostración de Leibniz y Ba- 
rrow en Lopez, J., (2011). Para 
tener una mejor comprensión 

del teorema de transmutación 
puede referenciarse a la expues- 
ta, de manera muy sencilla, en 

Mena, R. (n.d.). 
 

Como aporte a la enseñanza y 
aprendizaje del TFC, se podría 
presentar el TFC teniendo en 

cuenta el momento histórico de 
Newton y Leibniz en el S. XV I, 
de la siguiente manera: Usando 

la notación moderna, (1) se pue- 
de presentar utilizando el enfo- 
que dinámico de Newton, y para 
(2) se puede realizar siguiendo 

el punto de vista geométrico de 
Leibniz. Se puede complemen- 
tar este estudio con el Teorema 

de Transmutación de Leibniz 
como punto de partida, reali- 
zando todas las gráficas en un 

software matemático, por ejem- 
plo, en Geogebra. 
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