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Resumen

El trabajo tuvo como propdsito caracterizar la resolucion de proble-
mas como forma de pensar manifestada por un grupo de estudiantes
que se forman para profesores de matematicas. La investigacién con
un enfoque cualitativo y un disefio desde la teoria fundamentada estu-
vo centrada en responder la pregunta, ;como son las formas de enten-
der y las formas de pensar de un grupo de profesores de matematicas
en formacién cuando resuelven problemas en dominios discretos? Los
participantes fueron 21 estudiantes que tomaron un curso de Teoria de
NUmeros en un programa que forma profesores de Matematicas en la
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La resolucién de problemas como formas de pensar variacional en profesores de matematicas en formacion

Universidad Francisco de Paula Santander (Clcuta, Colombia). Para el
analisis de datos provenientes de nueve experimentos de ensefanzay
una entrevista retrospectiva semiestructurada se utilizaron los procesos
de codificacion abierta, axial y selectiva. Entre los hallazgos se destaca
la manera como los participantes interpretaron condiciones necesarias,
condiciones suficientes, relaciones, convergentes y las infinitas solucio-
nes a cada problema. Estas formas de interpretar condujeron a los es-
tudiantes a entender relaciones, patrones y estrategias para convencer
y resolver problemas en contextos locales. Como nucleo de la teoria se
caracterizaron las formas de entender y pensar como un proceso varia-
cional que va desde la interpretacién como forma de entender la reso-
lucion de problemas en contextos locales a establecer relaciones, crear
estrategias para la generalizacion y la prueba como formas de pensar la
resolucion de problemas en una variedad de contextos.

Palabras clave

Resolucién de problemas; formas de entender; formas de pensar;
ecuaciones lineales diofanticas; teoria fundamentada; profesores en
formacion.

Abstract

The purpose of the work was to characterize problem solving as a way
of thinking manifested by a group of students who are trained to be math
teachers. The research with a qualitative approach and a design from
the grounded theory was focused on answering the question, how are
the ways of understanding and ways of thinking of a group of mathemat-
ics teachers in training when they solve problems in discrete domains?
The participants were 21 students who took a course in Number Theory
in a program that trains professors of Mathematics at the Francisco de
Paula Santander University (Cucuta, Colombia). For the analysis of data
from nine teaching experiments and a semi-structured retrospective in-
terview, open, axial and selective coding processes were used. Among
the findings is the way the participants interpreted necessary condi-
tions, sufficient conditions, relationships, convergents and the infinite
solutions to each problem. These ways of interpreting led students to
understand relationships, patterns, and strategies for convincing and
solving problems in local contexts. At the core of the theory, ways of
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understanding and thinking were characterized as a variational process
ranging from interpretation as a way of understanding problem solving
in local contexts to establishing relationships, creating strategies for
generalization, and testing as ways of thinking about problem solving in
a variety of contexts.

Keywords
Problem solving; ways of understanding; ways of thinking; Diophan-
tine linear equations; grounded theory; teachers in training.

Introduccion

Explorar como piensan matematicamente las personas es una tarea dificil pero
enriquecedora. Soto et al. (2022), afirman que, cuando los seres humanos hacen
matematicas realizan actos mentales como contar, interpretar, representar, es-
tructurar, conjeturar, demostrar, probar y resolver problemas (Harel, 2008a). Para
Berth y Piaget (1966) estos actos son acciones mentales. En este mismo sentido,
los actos y acciones mentales para Burton (1984) y Falk (1994) son operaciones
del pensamiento matematico.

Berth y Piaget (1966), caracterizaron la matematica como la coordinacién de ac-
ciones mentales que son reversibles y componibles. Norton (2022), siguiendo las
ideas de Piaget construye modelos psicoldgicos de las matematicas de los estudian-
tes al identificar las acciones mentales que los estudiantes tienen disponibles y la
forma como las coordinan para resolver tareas y construir conceptos matematicos.

Por su parte Harel (2013, 2010, 2008b, 2008c), Harel y Sowder (2005), funda-
mentan sus trabajos en la premisa: las acciones mentales de los seres humanos,
observables o inferidas, son inducidas y gobernadas por sus visiones generales del
mundo y viceversa. Las visiones generales de los seres humanos sobre el mundo
estan formadas por estas acciones.

Esta premisa los llevo a distinguir entre dos categorias del conocimiento: formas
de entender y formas de pensar, que surgen a partir de tres actividades matema-
ticas interrelacionadas: 1) la comprensidon de contenidos matematicos, cuando se
leen textos o se escuchan a otros, 2) al realizar una investigacion, como cuando
se resuelve un problema, y 3) al establecer la verdad, cuando se justifica o refuta.
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Harel y Sowder (2005) y Harel (2008a), definieron una forma de entender como
“un producto cognitivo del acto mental realizado por un individuo” (p. 269) y una
forma de pensar como “una caracteristica cognitiva de un acto mental” (p. 269). La
expresion forma de entender transmite el razonamiento que se aplica en una situa-
cién matematica local. Mientras que la expresion forma de pensar, se refiere a lo
que gobierna las formas de entender de la persona y expresa que el razonamiento
no es especifico de una situacién particular sino de una multitud de situaciones.
Las formas de pensar de una persona incluyen al menos tres categorias interrela-
cionadas: creencias, enfoques de resolucién de problemas y esquemas de prueba.

Desde otro punto de vista, Burton (1984) afirma que las personas piensan acer-
ca de algo, una observacién o un acontecimiento; como estimulos para empezar a
pensar. Estos eventos proporcionan los elementos sobre los cuales opera el pen-
samiento. Para esta autora, el estudio de las relaciones es fundamental cuando se
hace matematicas. Ademas, los elementos pueden relacionarse de muchas mane-
ras entre ellos mismos o con otros elementos, por ejemplo, ordenando, haciendo
correspondencias o formando clases de equivalencia.

Combinar elementos o reemplazarlos unos por otros puede llevar de un estado
a un nuevo estado (Burton, 1984). El modelo de Burton (1984), acerca de los pro-
cesos de pensamiento matematico, devela cuatro subprocesos fundamentales: a)
especializar, b) conjeturar, c) generalizar y d) convencer.

En lo que respecta al termino problema y su resolucién, ha habido diversas ca-
racterizaciones. Desde un punto de vista clasico y conceptual se entiende por pro-
blema una dificultad tedrica o practica que provoca en una persona una actitud
indagadora que a la vez enriquece su conocimiento (Kupisiewicz y Choluj, 1964).
Para Morgan (2010), un problema es basicamente una situacién de conflicto en la
que el individuo encuentra inhibicién para alcanzar una meta. Mientras que para
Mayer (2010) un problema consiste en un estado, donde se describe la situacion
actual y un estado objetivo, es decir el estado deseado. Por tanto, un problema se
produce cuando una situacién esta en un estado, el solucionador quiere llevarla
a otro estado, pero hay una serie de obstaculos que no permite que la transicion
entre estados fluya facilmente.

La resolucién del problema por su parte es como encontrar una salida a una

dificultad, una forma de sortear un obstaculo (Polya, 1945). Para Mayer (2010),
la resolucién del problema se produce cuando el solucionador se compromete
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en una actividad cognitiva dirigida a superar el problema. Segun Gagné (1965) la
resolucion de problemas es el proceso mediante el cual la situacion incierta es
clarificada, e implica en mayor o menor medida, la aplicacién de conocimientos y
procedimientos por parte del solucionador.

Diversos investigadores han hecho aportes en cuanto a los procesos de reso-
lucion de problemas. Polya (1981, 1945), caracterizé la resolucidon de problemas
en cuatro fases: entender el problema, idear un plan, ejecutar el plan y mirar hacia
atras en el trabajo. Mason et al. (2010) plantearon tres fases: entrada, ataque y
revisién. Mayer (2010) divide la resolucion de problemas en dos subprocesos que
los denomind, representacion del problema y solucién del problema. Por su parte,
Schoenfeld (2016) especifico cinco dimensiones que intervienen directa, dinami-
ca e inter-relacionadamente: 1) dimensién cognitiva, 2) heuristicas, 3) dimensidn
metacognitiva, 4) dimensidn afectiva y 5) practica matematica.

Desde el punto de vista educativo, las actividades de ensefanza y aprendizaje
deben estar dirigidas a potenciar el desarrollo del pensamiento matematico en el
estudiante. Pero, en la realidad parece ocurrir todo lo contrario. Una posible razén
es que los profesores conciben y ensenan la matematica como un cuerpo estruc-
turado y pulido de conocimientos aprobado por una comunidad de matematicos
(Dreyfus, 2002), sin significado alguno para el estudiante.

Una posible via para potenciar el desarrollo del pensamiento matematico en el
estudiante es la resolucion de problemas. Para resolver un problema, el estudiante
tiene que coordinar acciones mentales, la coordinacién de estas acciones men-
tales conducen al estudiante a pensar matematicamente y construir estructuras
matematicas (Norton, 2022). Para que el profesor tenga éxito en esta tarea debe
buscar diferentes estrategias, entre ellas puede optar por explorar y conocer cémo
piensan matematicamente los estudiantes.

La educacién matematica ofrece una posible ruta para esta tarea, puesto que
tiene sus raices en las ciencias cognitivas y la matematica (Schoenfeld, 1987). La
investigacién en esta disciplina debe aportar a dos propositos: el primero tedrico,
acerca de conocer la naturaleza del pensamiento matematico y el segundo practi-
co, el como utilizar estas caracterizaciones para mejorar los procesos de aprendi-
zaje y ensenanza de esta area (Schoenfeld, 2000).
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Tradicionalmente, las investigaciones para caracterizar la resolucion de pro-
blemas y el pensamiento matematico han sido realizadas desde una variedad de
contextos, con diferentes propdsitos, pero poco exploradas conjuntamente. Por
ejemplo, en lo que concierne a la resolucidn de problemas la gran mayoria utilizan
situaciones en el contexto de los nimeros reales. Mientras que, las relacionadas
con el pensamiento matematico usan una gran variedad de situaciones contextos
utilizando aportes tedricos de autores clasicos, muy pocas de ellas involucran un
tipo de pensamiento especifico.

Elreporte presentado en este escrito ilustra cdmo se utiliz6 la resolucion de pro-
blemas que involucran ecuaciones lineales diofanticas de la forma ax+by=c para
explorar la forma como pensaron matematicamente un grupo de estudiantes, es-
pecificamente las formas como entendieron y pensaron al resolver estos proble-
mas desde la variacion y el cambio.

Las ecuaciones lineales diofanticas de la forma ax+by=c se caracterizan porque
tanto los coeficientes a, b y ¢, como las soluciones (nUmeros que pueden tomar
las variables x e y) son niumeros enteros, es decir se encuentran en dominios dis-
cretos. Aunque parezca curioso, este tipo ecuaciones son faciles para el resolutor
en el contexto de los niUmeros reales, mientras que en el contexto de los nimeros
enteros requiere de intuicidn, creatividad, habilidades y diversas estrategias, mas
aun cuando se imponen algunas condiciones especificas a la solucion requerida.

Las ecuaciones diofanticas de la forma ax+by=c tienen solucién si y sélo si ¢
divide a d, donde d es el maximo comun divisor de a y b, es decir, d=mcd(a,b). Si
la pareja de numeros enteros (x_0, y_0) es una solucion particular, las soluciones
a esta ecuacion son de la forma x=x_0+(bd)t y y=y_0-(ad)t, donde t es un nimero
entero cualquiera conocido como parametro (Koshy, 2007).

Desde este panorama, la investigacion desde un enfoque cualitativo tuvo como
proposito dar respuesta a la pregunta: ¢cémo son las formas de entender y las for-
mas de pensar manifestadas por un grupo de profesores de matematicas en forma-
cion cuando resuelven problemas de ecuaciones diofanticas de la forma ax+by=c?

Método

Enfoque y Diseiio de Investigacion. Para responder la pregunta acerca de
éicomo entendian y pensaban variacionalmente el grupo de profesores de mate-
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maticas en formacién?, la primera accion que orientd la investigacion fue hacer
claridad y diferenciar entre los actos o acciones mentales y los resultados de estas
acciones mentales de los participantes. Por tanto, se opté por un enfoque cualitati-
vo con un diseno desde la teoria fundamentada con el propdsito de elaborar teoria
a partir de los datos.

Cualitativo debido a que el propdsito del estudio estuvo centrado en interpretar
y dar sentido a las manifestaciones escritas y verbales de los participantes cuando
resolvieron problemas. El disefo desde la teoria fundamentada puesto que la re-
coleccion y analisis de datos se realizé simultaneamente, permeada siempre por el
método de comparacion constante. Esta forma de trabajo llevo a disefar y redise-
Aar permanentemente los experimentos de ensefanza. Ademas, los procesos de
codificacién abierta, axial y selectiva orientados por el muestreo teérico conduje-
ron a la elaboracion de conceptos y categorias iniciales que finalmente posibilita-
ron construir el nucleo de la teoria formal.

Participantes. Un grupo de 21 estudiantes que se forman para profesores de
matematicas y tomaron un curso de Teoria de nimeros durante el primer semestre
del ano 2021 en un programa de la Universidad Francisco de Paula Santander en
la ciudad de Cucuta, fueron los participantes. El 36% de los participantes fueron
mujeres, el 64% restante fueron hombres. Las edades del 88% de los estudiantes
oscilaron entre 18 y 23 anos. Todos los participantes terminaron su educacion de
nivel secundario en colegios publicos de la regidn nororiental de Colombia.

El acceso y contacto con los participantes se da de forma natural, puesto que
el investigador principal fue el profesor que orientd la materia Teoria de Niumeros.
Al inicio del curso se comento la forma en que se desarrollaria el trabajo. Todos
los estudiantes estuvieron de acuerdo acerca de algunas videograbaciones que se
hicieron, asi como las entrevistas voluntarias, el manejo y responsabilidad ética
que se dio a la informacidn recolectada. Incluso, al final de las entrevistas cuatro
estudiantes estuvieron de acuerdo en que se podian utilizar sus nombres propios.

Fuentes de Datos. Como técnicas para recolectar la informacion se disefaron
y redisenaron permanentemente nueve experimentos de ensenanza adaptando la
estructura y las fases de: (a) disefio y planeacion, b) experimento en el aula y c)
analisis retrospectivo, propuestos por Steffe et al. (2000) y la adaptacién de una
entrevista clinica de Piaget retrospectiva semiestructurada (Ginsburg, 1981; Er-
nest, 1993; Bryant y Charmaz, 2019).
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Estrategia Metodologica. Teniendo en mente los elementos distintivos de la
teoria fundamentada: recoleccion, codificacién y analisis simultdneo de datos
orientados por el muestreo y saturacién tedrica, se disend e implementd un plan
caracterizado por tres intervenciones con un trabajo paralelo de codificacién y
analisis de datos (Corbin y Strauss, 1990, 2008, 2017). La Figura 1 muestra un
esquema de la estrategia que se puso en marcha para realizar el trabajo.

Primera intervencidn huestren intencional
Grupo 1 Experimentos de ensefianza
E1,E2, E3

Codificacidn abierta
Conceptos, categaorias iniciales
Grupo 1

Redisefno E4 ES, EB

Prirmer ciclo de
codificacian y analisis de
datos

Experimentos de ensefianz

Segunda intervencidn E4, E5,EG
Grupo 2

Dizsefio entrevista

Segundo ciclo de Codificacion abierta, axial y
codificacion y andlisis de selectiva, Tearia sustantiva
datos Redisefio E7, E3, B3

Experimentos retadores
E7,EB,E9

Tercera intervencidn y
Grupo 3 Entrevista

Tercer ciclo de

o et Saturacidn tedrica
codificacion y analisis de  Codificacion abierta, axial y

datos zelactiva

Categoria central

Figura 1. Estrategia de investigacion.
Nota. Los simbolos E1, E2, ..., E9 representan los experimentos de ensefnanza.

En el esquema de la Figura 1, un Grupo no representa personas, representa la
forma de solucion de problemas por un método determinado. El trabajo de ida 'y
vuelta sobre los datos muestra la manera como se realizaron paralelamente tres
intervenciones y tres ciclos de codificacién y analisis de datos. Simultdneamen-
te se redisenaron los experimentos de ensefanza para ser implementados en la
siguiente intervencion. Al final de la tercera intervencion se entrevista a siete es-
tudiantes que voluntariamente accedieron a participar en ella. El trabajo finaliza
cuando el investigador considera que nuevos datos no aportan a las categorias
construidas, lo que en términos de la teoria fundamentada se conoce como satu-
racion tedrica (Corbin y Strauss, 1990, 2008, 2017).
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Recoleccion y Analisis de Datos orientados por el Muestreo y Saturacion teo-
rica. El propdsito del muestreo teorico realizado se caracterizé en cuatro fases: a)
busqueda de conceptos y categorias iniciales, b) aprender mas sobre los concep-
tos y categorias iniciales, c) aumento de la teoria en profundidad y d) nuevas vias
de muestreo que condujeron a la saturacion tedrica. Siguiendo estos lineamientos
derivados de la teoria fundamentada a continuacién se ilustra el trabajo paralelo
en la recoleccién y analisis de datos.

Primera intervencion, Primer Ciclo de Codificacion y Analisis de Datos

Recoleccion de Datos. Como se mostro en la Figura 1, en esta fase se inici6 el
trabajo en vivo con los participantes al implementar los tres primeros experimen-
tos de ensenanza codificados como E1, E2 y E3, correspondientes al Grupo 1. El
experimento de ensefianza codificado como E1 hace referencia al maximo comun
divisor de dos nimeros enteros a y b, escrito como mcd(a, b), En la Cuestion 2 (C2)
del E1, se pidid a los participantes que hallaran el med(a, b), siguiendo el Algoritmo
de Euclides. Es importante aclarar que el med(a, b) debe dividir exactamente a ¢
para que la ecuacion @X + by = ¢ tenga solucién en los numeros enteros.

Para el caso, los pares de numeros fueron (35,56), (819,16) y (5913,7592). La
Figura 2, parte a) y b) muestra el trabajo del participante seis (P6) codificado como
P6EL1C2. En la parte a) se observa el proceso del Algoritmo de Euclides donde el
participante representa las divisiones sucesivas mediante igualdades para hallar
el med(5913,7592) Mmientras que en la parte b) de la misma figura se observa la
tabla elaborada para responder la Cuestién 3 (C3).

3, [ Sa13 15a1) &

15az= (5219 h 1544 | |
Sat3= |3(163A)+ 436 | | | ‘ z .
619= 1519 § 03] | |med (sa13 45a2)+%5
B[36.= /i 5 13) ‘} i3 . ‘ [ ol

‘01’\5 A‘ﬁi’b (&Ij?{:‘a watij{ ﬁ'%ifbo
151 1] a1 ) 1649
5413 1D 419 344
1639 1 346 o5
£16 14] Bo3 13

by | 1203 11 13 o

Figura 2. Manifestaciones escritas P6EP1C2.
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La Cuestién cinco (C5) del mismo experimento decia: En cada una de las tablas
elaboradas compare las columnas del residuo y el divisor. ;Qué caracteristica o pa-
trén hay entre los nimeros de cada columna?, ;Qué encuentra de comun o diferen-
te entre estas dos columnas? Explique su respuesta. La respuesta del participante
seis, codificada como P6E1C5, fue:

P6EL1C5: en cuanto a la caracteristica que hay en cada columna es que cada
valor de estos es un multiplo del maximo comun divisor o, en otras palabras, cada
valor se puede dividir exactamente por el maximo comun divisor hallado, y si com-
paramos las columnas podemos ver que posee términos en comun. Esto es porque
el primer residuo pasa a ser el divisor de la siguiente fila, luego el residuo de la se-
gunda columna pasa a ser el divisor de la tercera fila y asi sucesivamente. (El texto
se transcribid tal y como lo escribié el participante seis).

Al responder esta misma cuestion el participante cuatro, codificado como
P4EACS5, respondio:

P4EACS5: el primer residuo pasa a ser el siguiente divisor. Todos tienen un mismo
divisor.

Por otro lado, los experimentos de ensefanza E2 y E3 hacen referencia a la so-
lucidén a la ecuacion lineal diofantica de la forma ax + by = ¢ utilizando el método
de la pendiente. En la cuestién 1 (C1) del experimento dos (E2) se planted a los
estudiantes que resolvieran la ecuacion 6x + 21y = 102, con los conocimientos
que tenian a su disposicion. Como era de esperarse los participantes empezaron a
trabajar en el contexto de los nimeros reales y no pudieron resolver la ecuacion.
Por tanto, el investigador sugiere que empiecen a buscar parejas de numeros en-
teros para las variables * e ¥ de tal manera que se cumpla la igualdad. La Figura 3,
evidencia el trabajo de los participantes seis y dos al resolver esta cuestion.

La cuestidn 2 pedia: Analice los valores de la columna de las *. ;Encuentra algun
patrén o relacion entre estos valores?, escribalo. Haga lo mismo con los valores de

la columna de la Y- El participante P6, al analizar y revisar su trabajo respondio:

P6E2C2: Pues mirando la pendiente de la ecuacidon podemos ver que la dife-
rencia entre cada valor de * es de 7 y entre cada valor de “¥” la diferencia es de 2.

Por su parte P2E2C2, responde: segln la columna “*” el patron que tiene es que
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Figura 3. Manifestacién escrita participantes P6E2C1 y P2E2C1.

a cualquier valor de “*” que cumpla la igualdad se le adiciona o disminuye “7” y al
valor de “¥Y” sia “X” se le adiciona “Y” se le disminuye (2) y sia “*” se le disminuye
(7) a“Y” se le adiciona (2).

La cuestion 3 pedia: ¢Qué relacién o qué condiciones considera usted que de-
ben cumplirse para que se cumpla la igualdad?, explique. Las respuestas de los
mismos participantes fueron:

P6E2C3: Que los valores de * y ¥ aumenten o disminuyan proporcionalmente en
base a un valor que depende de la pendiente.

P2E2C3: El valor que se encuentre de “x” y “y” debe adicionarle a uno y dismi-
nuirle al otro. Pero, no ambos valores disminuirles o adicionarles al mismo tiempo.

Codificacion abierta y analisis de datos. Luego de haber realizado la primera
intervencidn, se inicia el proceso de codificacion abierta con la intencion de inter-
pretar y dar sentido a los datos. De alli surgen los primeros conceptos indicadores,

se denominan asi puesto que emergen directamente de las manifestaciones escri-
tas de los participantes.
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Desde la teoria fundamentada un concepto tiene dos elementos distintivos: pro-
piedades y dimensiones. Las propiedades son caracteristicas del concepto mien-
tras que las dimensiones representan el rango de variabilidad de cada una de las
propiedades. Teniendo esto en mente, surgio el primer cédigo o concepto indica-
dor que se denomind, formas de interpretar el M¢d(@, b) como forma de entender
se muestra en la Tabla 1, codificado y analizado desde la variacién y el cambio.

Tabla 1. Elementos tedricos clave para caracterizar la practica pedagégica.

;‘:}g:g;or Datos Propiedad Dimension
Representa la mayor cantidad de grupos
con los elementos de los conjuntos que Folrm_as de l
representana @y b como conjuntos relacionar
; — med(a, b) con  Tipos de
Formas de El entero mas grande que divide h _ B
b los nimerosay b jnterpretacion
entenderel  €xactamentea@y P l
mcd(a, b) Es un proceso de divisiones sucesivas dad;? b)
med(a,
med(a, b) = as + bt es un proceso Elmecd(a, b)
de ingenieria inversa al Algoritmo de COMO proceso
Euclides
Variable Interpretacion dada al med(a, b) por el participante
Cambio Formas de interpretacién
Descripcion  Formas de interpretar del med(a, b) como formas de entender el med(a, b)

de dos nimeros enteros a y b.

El proceso de codificacion y analisis continta de la misma manera. La Tabla 2,
muestra el microanalisis realizado para el concepto indicador: Formas de entender
soluciones particulares a la ecuacién ax + by = c.

Tabla 2. Formas de interpretar como formas de entender las soluciones parti-
culares.

Concepto . . 2
indicaSOr Datos Propiedad Dimension
Formas de Formas de
. interpretar la
relacionar los L,
Formas de xev nimeros que combinacion
entender las Los valores de '}' aumentan o d d de los numeros
soluciones disminuyen proporcionalmente en basea S€ PU€der que se pueden

asigharaXel
para cumplir la
igualdad

un valor que depende de la pendiente. asignaraxey
para cumplir la

igualdad

particulares
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f:on_cepto Datos Propiedad Dimension
indicador
Elvalor que se encuentre de “x” y “y” Formas de
debe adicionarle a uno y disminuirle al Formas de interpretar la
Formas de otro. Pero, no ambos valores disminuirles ~ relacionar los combinacion
entender las 0 adicionales al mismo tiempo numerzs que de los ndmeros
. ] B ' se pueder
soluciones Si (xg, ¥o) es una solucidn particular se asignaraXey  duese pueden
particulares debe adicionar a X y disminuira Yo, pero para cumplirla ~ 25'8"" @ xlg 31/
no disminuirle o adicionarles aambas al  jsyaldad para cumplr a
mismo tiempo. igualdad
. Tnternretacién a las formas de relacionar los nimeros que se pueden asignar a
Variable X,V . .
~ e para cumplir la igualdad.
Cambio Tipos de interpretacion dada a las formas de relacionar los numeros que se
pueden asignar a X e ¥ para cumplir la igualdad
., Tipos de interpretacion dada a las formas de relacionar los nimeros que se
Descripcion

pueden asignar a X e ¥ para cumplir la igualdad

El proceso de codificacion y andlisis se realizé a la totalidad del experimento
de aprendizaje y no pregunta a pregunta, esto con el propdsito de dar sentido a
las manifestaciones escritas de los participantes. Como es de esperarse surgieron
otros codigos o conceptos iniciales que no se muestran por cuestiones de espacio.
Siguiendo estos cdédigos iniciales y teniendo en mente la pregunta de investigacion
se revisaron y redisenaron los experimentos E4, E5 y E6.

Segunda Intervencion, Codificacion Abierta, Axial y Analisis de Datos

Esta fase al igual que la siguiente se caracteriza por ser hibrida. Hibrida en el
sentido de que se recolectaron nuevos datos, se analizaron y surgieron nuevos
codigos. Paralelamente se inicia el proceso de codificacion axial que consistio en
agrupar los codigos iniciales en conceptos de nivel superior que se denominan ca-
tegorias, mediante un proceso de la busqueda de diferencias o similitudes entre los
conceptos iniciales. Se siguieron aqui los lineamientos de Strauss y Corbin (1990)
acerca de examinar los datos y los codigos basados en un paradigma de codifica-
cion que se centra y relaciona las condiciones causales, el contexto, las condicio-
nes de intervencidn, las estrategias de accidon/interaccidn y las consecuencias.

La Tabla 3, muestra la categoria que se denomino formas de interpretar como
formas de entender en contextos locales grupo 1 que surgié luego del proceso de
analisis y codificacion abierta y axial. Se denominé en contextos locales puesto
que la categoria surgio a partir de las manifestaciones escritas cuando los partici-
pantes resolvieron problemas por el método de la pendiente.
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Tabla 3. Formas de interpretar como formas de entender la resolucién de pro-
blemas por el método de la pendiente (grupo 1)

Propiedades (Formas de
entender)

Descripcion (Cédigo in-vivo)
(Formas de interpretar)

Dimension

Elmed(a, b)

Representa la mayor cantidad de grupos
con los elementos de los conjuntos que
representan a @ ¥ b como conjuntos

Es un proceso de divisiones sucesivas

El entero mas grande que divide exactamente

aayb

med(a, b) = as + bt es un proceso de
ingenieria inversa al Algoritmo de Euclides

mcd(a, b) = as + bt esunafunciény
la pendiente de la recta permite hallar los
valoresde S ¥ L.

Es condicion para que la ecuacion
ax + by = ctenga solucion en los
nimeros enteros

Tipos de interpretacion al

med(a, b)

Las soluciones

El valor de x esigual a ciento dos negativos

mas siete veces un valor de (t) perteneciente

a los nimeros enteros.

El valor de y es igual a treinta y cuatro menos
dos veces el valor de (t) perteneciente a los
numeros enteros

Tipos de soluciones a partir de un
numero entero como constante
mas o menos una cantidad de
veces T

Estas dos férmulas estan en funcion de una

x=-102 4+ 7¢ ! . Tipos de formulas como
misma variable t que al pertenecer a los )
= 34— 2¢ . funciones que dependen de una
y numeros enteros va a hacer que los valores . .
., misma variable t
de X e ¥ también sean enteros
Son combinaciones lineales que dan . .
., . . Tipos de combinaciones
solucion a la ecuacién, siendo t cualquier . .
. . lineales donde t determina las
valor constante en cambiar las soluciones .
. soluciones
obtenidas.
El valor independiente perteneciente a los
numeros enteros donde con este valor se Permite hallar todas las
obtienen todas las soluciones particulares soluciones
(x)e )
Permite hallar todas las soluciones a .
Laletraten ., o, Permite que haya
la ecuacion y permitird que haya esa ronorcionalidad en cada una de
x=-102 +7t, proporcionalidad en cada una de las prop .
. . las soluciones.
y=34—-2t soluciones respectivas.
Representa la variable independiente
que permite hallar todas las soluciones Tipos de numeros asignados a la
particulares de (x) y (y} que permiten dar  variable T
solucion a la ecuacién diofantica.
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Propiedades (Formas de
entender)

Descripcion (Cédigo in-vivo)
(Formas de interpretar)

Dimension

Formas de entender

la ecuacion
6x + 21y =102

Seis veces la cantidad de (x) mas veintidn
veces el valor de () es igual a un valor
numérico de ciento dos.

Ecuaciéon como relacion de
variacion entre las variables
xXey

Nuevas soluciones a partir de diferencias
entre valores de X y valores de ¥ siguiendo la
pendiente de la recta

Tipos de soluciones a partir de
diferencias enteras

Infinitas soluciones
Los valores de las variables X e ¥V forman

sucesiones de numeros enteros que crecen o
decrecen en forma proporcional

Tipos de sucesiones de niumeros
enteros

El proceso de recoleccion y analisis paralelo fue con

tinuo. El grupo 2 hace refe-

rencia a la forma de resolver problemas que involucran ecuaciones diofanticas de

la forma ax+by=c por el método de fracciones continua
a los experimentos de ensenanza E4, E5 y E6.

s, tareas que corresponden

En estos experimentos a los participantes se les pidid primero que realizaran
la expansion por fracciones continuas de varios numeros racionales, que hallaran
convergentes, que generalizaran el proceso y lo compararan con lo realizado en
trabajos anteriores. Por ejemplo, en la Cuestion 13, se les pidid que elaboraran
tablas luego de haber realizado la expansion por fracciones continuas de los nu-
meros racionales 12837, 3421y 8825, que encontraran relaciones y que genera-

lizaron el proceso de expansién por fracciones continu

as. La Figura 4 muestra las

tablas elaboradas por el participante 15, que se codificé como P15E5C13:

A1) V] ol N WAL L AN
e e el ) ol O
b3 | b d L Reg (8 5a] = [oL1#) s - 4 Lo !n.'-_! LT

t ﬁ__,‘__;ﬂ'b':ql't.
kbt LiZiwl-13) = Oye 1 e S | &
! host | few | (=) (Trainmm T K T
0 AL | b | fep | LD - Undio - Pt L
O L Beld W
EFER
Tt ] % __Etf'f\\]i'lﬂ.h!‘_‘:[ﬂﬂl.r\?ﬂ1
e 3 1 %3 1 qed [ (2 0AY-Ciyca)
Gy 3 | By | 9 L) (2} = A ()Y
5-1_1__.p11?|"'-‘|':|: LaT 135 r=11)
Qg s 42 Fas 78| % a5

Figura 4. Tablas elaboradas por P15E5C13
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La resolucién de problemas como formas de pensar variacional en profesores de matematicas en formacion

En la misma cuestién se exigié que a partir de estas tablas buscaran relaciones
entre los valores de P y 4 para obtener los valores de la tercera columna y qué
hallaran una formula o expresion algebraica que generalizara la operacién de la
tercera columna. El participante codificado como P15, manifesto:

P15: A medida que van aumentando los valores de “q" esta toma los valores si-
guientes de “P" 0 sea, que los valores de 90 seran el mismo valor de P1, o dicho de
otra manera se van intercambiando, el valor de P1 serd el de 9oy el P2 sera 91, el de
P3 serd el de 92 y asi sucesivamente hasta obtener el Gltimo valor de “@".

Elvalor de "Pr" se multiplica por el valor de “@n+1" con respecto a la que se esta
hallando, una vez obtenido el resultado de la operacién anterior se restara a la mul-
tiplicacion de la “4n por el “Pn+1 y se halla el valor de la tercera columna de las

anteriores tablas el cual intercala entre positivo y negativo. Esto nos da la formula
(®n)- (@n+1) — (@n). (Pn+1) = £1

La Tabla 4 por su parte, muestra la categoria formas de interpretar como formas
de entender la resolucion de problemas utilizando las fracciones continuas (grupo
2), como resultado del proceso de codificacion axial y selectiva.

Tabla 4. Formas de interpretar como formas de entender la resolucién de pro-
blemas utilizando las fracciones continuas (grupo 2)

Propiedades Descripcion Dimensién
(Formas de entender) (Cédigo in-vivo) (Formas de interpretar)

Es un proceso de divisiones sucesivas similar

., . al Algoritmo de Euclides.
La expansion en fracciones

continuaf de una fraccion ~ El proceso de expansion termina cuando Tipos de interpretacion
racional 4 el valor del producto de la parte enteray el

valor de 9 es igual al de P, es decir cuando

An.qn = Pn.

Si se toma P1 y se resta con P2 se obtiene

como resultado Pz. Esto sucede si se

toman dos Pn consecutivos va a dar el

que sigue a estos. Esto se aplica sin tener Tipos de secuencias de
en cuenta el Po. Se puede expresar como numeros enteros para los
Pn—Pn+1=Pn+2 [ nF0 PV q;

Si tomamos dos valores de 4 consecutivos y se . '

suman, va a dar un resultado que va a ser igual

al g que esta detras del primero. Se puede

expresar @n—-1 T Gn = Gn-2

Los nimeros pP; ¥ gien el
proceso de expansién de la
fraccion racional B

q
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Propiedades Descripcion Dimension
(Formas de entender) (Cadigo in-vivo) (Formas de interpretar)

El primer valor de g pasa a ser el segundo
valor de P, y de la misma forma el segundo
valor de la columna de § pasa a ser el tercer
valor de P y asi sucesivamente.

Los nimeros P; ¥ gien el
proceso de expansion de la
fraccion racional £

q

Tipos de relacién

ElenésinC, = An-Pn-1*Pn-2, entra con la

formula: andn-1+dn-z, donde Tipos de formulas

Pn-1 =qn-1 =1y Pn-2 =qn-2=0

Si se fija en cuanto varia un €y, se puede ver

Los nimeros P, ¥ qn en  9uesiempre vaaser 1 o menor que uno. En el Tipo de sucesién de nimeros

el convergente Cp E‘aso que sea 1 puede qcurrir solo tlantre elCoy con valores entre 0y 1
1 de ahi en adelante siempre sera menor que
1y mayora0
Laféormula Py Gne1 + Gn-Prns1 = £l esuna
solucién particular de la ecuacion Tipos de solucion particular
ax+by=1

_ ApPp-1tPn-z
La formula: " ap.Gn_1+gn_=, donde
Pn1=qu-1=1Y Ppz =qn =0 Tipo de argumento
, funciona porque a partir de ejemplos
particulares se generaliza.

n

Se conoce precisamente que para todos
Prueba los casos los valoresq—y = 0yg_>, =1
, luego si se quiere hallar el §5; pues se sabe
que @n tiene un valor, §y,—1 tiene un valory
n—2 tiene otro valor. Sélo es identificarlos v
reemplazarlos en la férmula. Ademas, T = 0
, los @y, son las partes enteras que resultan del
algoritmo de la divisidn

Tipo de explicacion

Las condiciones y
variaciones impongan
sobrea,b ycenla
ecuacionax + by = ¢

Las variaciones en las constantes @, b y ¢
determinan condiciones sobre T seg(in eltipo  Tipos de condiciones sobre ¢
de solucion que se exija a la ecuacion.

Tercera intervencion, Tercer ciclo de codificacion y analisis de datos

Recoleccion y analisis de datos. La recoleccion de datos siguid, se implemen-
taron los experimentos de aprendizaje E7, E8 y E9 caracterizados por una variedad
de problemas retadores en una variedad de contextos, ademas de realizar la entre-
vista semiestructurada retrospectiva. Los problemas son retadores en el sentido
que exigen creatividad, ingenio y estrategias de generalizacion para ser resueltos.
Por ejemplo, el problema: ;Qué condiciones deben imponerse a los nUmeros en-
teros ay b para que la solucion lineal diofantica ax+by=c tenga Unicamente cuatro
soluciones en los niUmeros enteros positivos?
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El proceso de codificacidn selectiva se realizd a un nivel mas abstracto centrado
en el proposito de construir la teoria sustantiva que luego condujo a la teoria for-
mal. La Tabla 5, muestra la categoria que se denominé formas de entender como
formas de pensar la resolucion de problemas en contexto local 1, como nucleo de
la teoria sustantiva cuando los participantes resolvieron problemas usando el mé-
todo de la pendiente.

Tabla 5. Formas de entender como formas de pensar la resolucion de problemas
en contexto local 1

Propiedades (Formas de Dimension

pensar) (Formas de entender) Descripcion

Tipo de transformacion

Estrategias variacionales  Tipo de formalizacion Acciones/interacciones que tienen
P como proposito resolver un problema

en la solucion de Tipo de prueba que involucra una EDL de la forma
ecuaciones gx + by = ¢ Formas de verificar ax + by = ¢

Secuencia de acciones

Mientras que la Tabla 6, muestra la categoria formas de entender como formas
de pensar la resolucion de problemas en contexto local 2 como nucleo de la teoria
sustantiva cuando los estudiantes resolvieron problemas utilizando las fracciones
continuas.

Tabla 6. Formas de entender como formas de pensar la resolucion de problemas
en contexto local 2

Propiedades (Formas de Dimension

pensar) (Forma de entender) Descripcion

Tipo de transformacion

Estrategias variacionales  Tipo de formalizacion Variedad de acciones/interacciones
en la resolucion de Tipo esquema de prueba que tienen como propdsito resolver un
problemas que involucran Generalizacion variacional ~ Problema aue involucra una EDL de la
ecuaciones ax + by = ¢ formaax + by = ¢

Formas de verificar
Secuencia de acciones

Tipos de condiciones impuestas
Generalizacion por induccién sobre los coeficientes de la ecuacion
determinan los tipos de solucion.

Estrategias de
generalizacion
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Propiedades (Formas de Dimension

pensar) (Forma de entender) Descripcion

Tipos de argumentos, ejemplos y
explicaciones a partir de los cuales
se convence acerca de la verdad de
las propiedades de la expansion en
fracciones continuas de fracciones
Estrategias de prueba Prueba empirica racionales
Variedad de argumentos y ejemplos
para convencer acerca las variaciones
en los coeficientes de la ecuacioén
ax + by = c que determinan el tipo
de solucion.

Resultados

La saturacion tedrica. Los procesos de codificacion de los experimentos de en-
sefanza E7, E8 y E9, asi como la entrevista retrospectiva semiestructurada con-
dujeron del muestreo tedrico a la saturacion tedrica como nucleo de la teoria. Es
decir, cuando nuevos datos provenientes de diversas fuentes no aportaron mas a
la categoria central y a las subcategorias ya construidas. Como evidencia acerca de
como se saturd se transcribe parte de la entrevista del estudiante codificado como
P15, alli PI significa profesor investigador.

PI: Si nosotros tenemos la ecuacion lineal diofantica ax+by=c y queremos o exi-
gimos que tenga un niumero determinado de soluciones, por ejemplo, en los ente-
ros positivos. ¢Expliquenos como se haria eso, o cémo respondié esta cuestion?

E15: Eso es para hallar un numero de n soluciones al sistema, entonces lo pri-
mero que procedemos hacer es hallar las soluciones generales del sistema traba-
jando de forma general para primero avanzar y luego retroceder. Entonces tenemos
una ecuacién ax+by=c entonces por el método de pendiente y solucién particular
hallamos lo que son las soluciones generales, entonces x es igual a la solucion
particular en x mas delta de x, y a la solucion particular en y menos delta de y. En-
tonces como necesitamos hallar soluciones particulares en los positivos, entonces
hacemos tanto a x como a y mayor a cero.

Comentario y analisis. Aunque no se evidencia de forma explicita el participante

explica como a partir de una solucion particular de la ecuacién y utilizando la pen-
diente de la funcidon surgen nuevas soluciones de la forma (x+Ax,y-Ay). Es decir,
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muestra una forma de sustituir y combinar utilizando la pendiente para transfor-
mar una solucidn conocida en una nueva solucioén a la ecuacion.

La Figura 5 evidencia las manifestaciones escritas del P18 al resolver la cuestion
1 del experimento E9. En esta figura se evidencia la forma en que el participante
establece relaciones que lo llevaron generalizar y probar teniendo como funda-
mento la forma como resolvieron problemas en contextos locales. Datos como los
de este participante contribuyeron en la saturacion tedrica.
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La categoria central como nucleo de la teoria. El esquema de la Figura 5,
muestra la categoria central que se denominé formas de entender y pensar varia-
cional la resolucidn de problemas. Se caracterizé como un proceso que va desde la
interpretacién como forma de entender la resolucion de problemas en contextos
locales a establecer relaciones, crear estrategias para la generalizacién y la prueba
como formas de pensar la resolucion de problemas en una variedad de contextos.

A )

Formas de pensar &n una

] 7 variedad dﬂ contextos

Formas de entenderen una

7 variedad de contextos
Formas de interpretar Relaciones ghobales
en contextos locales Patrones glabales
Estrategias globales para
Estrategias locales para resolver resolver v plantear
problermas (’01:“‘3 problemas
£l med (o b) Reglas locales / Estrategias globales para
Relaciones ';0,;@0 Patranes locales convenoer a los demds
p Formas de extender local Estrategias para ampliar
Candiciones / Etates

Convergentes Estrategias locales para convencer

Infinitas soleciones

Figura 6. Formas de entender como formas de pensar variacional la resolucion
de problemas.
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Hallazgos y Discusion

Generalmente los profesores de matematicas prevén y esperan que los estu-
diantes resuelvan problemas como ellos lo hacen. En contraste el trabajo realizado
evidencia las acciones de los estudiantes cuando utilizaron nUmeros enteros para
reemplazar y combinar las constantes a y b, y/o las variables x e y, analizaron y
encontraron reglas, patrones y férmulas para determinar un nimero entero c en
funcion de los niumeros a y b de acuerdo con el tipo de soluciones exigidas a la
ecuacion. Es decir, las formas como lograron interpretar para entender y luego en-
tender para pensar la resolucién de problemas.

Se destaca la forma en que elaboraron nexos, construyeron relaciones en la
forma de resolver un problema nuevo a partir de problemas anteriores. La mane-
ra de organizar y reorganizar acciones e interacciones para investigar relaciones,
patrones y representarlos mediante férmulas o expresiones algebraicas, esto los
condujo a generalizar estrategias como formas de entender en contextos locales a
formas de pensar la resolucién de problemas en una variedad de contextos.

Estas manifestaciones escritas de los participantes posibilitaron caracterizar la
teoria como un proceso desde la variacion y el cambio. Por ejemplo, un primer es-
tado lo conforman las formas de interpretar como formas de entender la resolucion
de problemas en contextos locales. Estas acciones condujeron a los estudiantes a
formas de pensar la resolucién de problemas en una variedad de contextos como
cambios de estado que van desde las formas de interpretar, entender, generalizar
y probar como formas de pensar la resolucién de problemas en contextos variados.

Estas formas de pensar buscando y explorando relaciones desde la variacion y
el cambio (aunque aqui no se explican al detalle) estan inmersas en las fases de
resolucion de problemas propuestas por Polya (1945, 1981), Mason et al. (2010),
Mayer (2010), Schoenfeld (2016), la posible diferencia es que estos autores hicie-
ron sus propuestas para cualquier tipo de problemas, mientras que los resultados
aqui presentados corresponden un tipo de problemas especificos.

Ademas, como lo afirma Polya (1945) y Mayer (2010) los participantes se com-
prometieron en actos cognitivos que los condujo a resolver los problemas, cada
uno a su manera. Estos actos cognitivos pueden ser vistos desde las operaciones
del pensamiento matematico propuesto por Burton (1984) o los actos mentales
de Harel (2008b, 2008c, 2010); Harel y Sowder (2005), acerca de las formas de
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interpretar como formas de entender y las formas de entender como formas de
pensar sobre problemas. Como lo afirman Berth y Piaget (1966) y Norton (2022)
los participantes hicieron matematicas y pensaron matematicamente.

Para futuras investigaciones seria interesante explorar y buscar explicaciones
acerca del porqué de los casos negativos, es decir los estudiantes que no lograron
o se les dificultd elaborar relaciones, buscar nexos, construir generalizaciones y
resolver problemas. Esto con el propdsito de generar estrategias para contribuir en
el desarrollo del pensamiento matematico del estudiante.

Finalmente, y desde una mirada subjetiva, los autores consideran que la teoria
construida puede ser diferente desde la éptica de otros investigadores, con dife-
rentes problemas en diferentes contextos, puesto que el trabajo realizado estuvo
centrado en interpretar y dar sentido a las manifestaciones escritas y verbales de
los participantes.
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